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前 E L 

本 书 将 集中 讨论 滋 画 微分 方程 的 一 个 重要 分 支 ， 即 延 时 微分 
方程 (delay differential equations) 的 数 人 入 处 理 . 延 时 微分 方程 在 
生态 学 、 环 境 科 学 、 电 力 工程 及 自动 控制 等 领域 中 有 广泛 的 应 
用 .如 一 般 的 种 群 擂 长 模型 N (2) = KTL- NG ~ r) PINGE 
是 一 个 非 线性 延 时 微分 方程 ; 电力 网 络 中 的 能 量 损耗 将 出 现 中 立 
Ry’ (2) = Ax’ (tz 一 rT) + Bx(z) + CX(r 一 rr 一 般 说 来 ， 常 
见 的 延 时 微分 方程 中 ， 上 只 有 极 少 数 能 够 获得 理论 解 的 解析 表达 
式 ， 困 此 这 类 微分 方程 的 数值 处 理 显得 十 分 必要 . 

国际 上 对 廷 时 微分 方程 的 数值 处 理 ， 在 1975 年 以 前 ， 只 有 
个 别 学 者 的 零星 论文 发 表 ， 如 1960 年 的 Zverkina, 1962 年 的 
Miranker, 1964 年 的 Feldstein, 1965 年 的 Snow, 1971 年 的 
Tavernini 等 ， 直 到 1975 年 Barwell 提出 了 数值 方法 的 PP 稳定 及 
GP 稳定 性 概念 后 才 开 始 有 系统 的 研究 ，1985 F, Watanabe 最 
时 研究 了 线性 多 步 法 的 P 稳定 性 及 GP 稳定 性 ，1986 年 Zennaro 
首先 讨论 了 Runge-Kutta 方法 的 P 稳定 及 GP 稳定 性 ，1991 一 
1992 年 ， 荷 兰 Leiden 大 学 的 in’Hout, M. Z. Liu 及 Spijker 对 
P 稳定 性 及 GP 稳定 性 又 进行 了 十 分 细致 深刻 的 研究 ，1984 一 
1986 年 Jackiewicz 研究 了 中 立 型 方程 的 数值 处 理 ，1989 ~ 1992 
年 Torelli 研究 了 非 钱 性 延 时 微分 方程 的 数值 处 理 ， 并 提出 了 PN 
稳定 及 GPN 稳定 的 概念 ，1993 一 1994 年 作者 针对 多 延 时 量 方程 
的 数值 解 ， 提 出 了 Pm 稳定 及 GPxm 稳定 的 概念 ， 针 对 中 立 型 方 
程 的 数值 处 理 ， 提 出 了 NP 稳定 及 NGP 稳定 的 概念 

总 的 说 来 ， 国 际 上 在 SO 年 代 中 期 报 起 一 个 研究 高 潮 ， 国 内 
90 年 代 初 涉足 此 领域 ,但 主要 对 常用 方法 ， 如 线性 8 方法 ， 线 
EZE, Bish Runge-Kutta, # 0 方法 等 进行 线性 稳定 性 分 


yr 


析 ， 即 使 是 线性 非 自 治 延 时 方程 数值 解 的 稳定 性 分 析 也 研究 得 很 
少 ， 以 非 线性 延 时 方程 为 模型 的 数值 稳定 性 分 析 也 只 是 开 了 个 
头 ， 监 于 以 上 原因 ， 本 书 也 只 是 以 较 狗 的 篇 局 介绍 线性 稳定 性 分 
析 ， 在 最 后 的 章节 里 适当 介绍 非 线 性 稳定 性 分 析 的 现 有 成 果 . 另 
外 ， 在 现 有 的 文献 中 ， 数 值 试验 的 报道 极为 有 限 ， 针 对 延 时 微分 
方程 数值 处 理 的 新 方法 尚未 见报 道 . 前 面 提 到 的 种 种 数值 稳定 
性 ， 与 数值 常 微分 方程 中 的 A 稳定 性 及 AN 稳定 性 类 似 . 

考虑 到 本 书 的 系统 性 ， 我 们 将 详细 地 介绍 常 微分 方程 数值 解 
中 常用 的 方法 及 其 稳定 性 分 析 . 尽管 笔者 涉足 此 领域 为 时 不 久 ， 
但 为 了 不 失 时 机 地 把 这 一 新 的 研究 领域 介绍 给 读者 ， 扎 写 此 书 ， 
以 引起 国内 学 者 的 共 哆 ， 万 是 笔者 的 最 终 愿 望 ， 另 外， 仓促 上 
阵 ， 玖 漏 之 处 还 可 能 有 ， 鹿 广大 读者 批评 指正 . 


作者 
1997 FL 
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第 一 章 ”线性 多 步 法 
81.1 引言 


在 较 早 的 年 月 里 ， 信 们 往往 认为 证 函 微 分 方程 ， 特 别 是 延 时 
微分 方程 的 数值 处 理 ， 与 常 微分 方程 的 数值 处 理 没 有 区 别 ， 没 有 
必要 加 以 特别 的 研究 。 事实 并 非 如 此 ， 用 通常 的 线性 多 步 法 或 
Runge-Kutta 方法 去 求解 延 时 微分 方程 ， 其 数值 稳定 性 问题 的 分 
析 ， 要 比 用 它们 去 求解 常 微分 方程 初 值 问题 复杂 得 多， 有 些 问题 
ESRR, ARAMEA. 例如 ， 用 线性 多 步 法 


Sees = hY Bhan dk 2: 0,añ + BHO (1.1) 
求解 方程 


JD ey t to, (1.2) 


y(to) = y 
时 ,为 了 考察 它 的 数值 稳定 性 ,用 (1.1) 去 解 试验 方程 
p (z) = ay(z), Rela) < O, (1.3) 
y(zo) = Lu 


便 得 递 推 关系 


et = fa D Bae (1. 4) 
Ad. 4) 也 称 为 关于 |y,| 的 线性 差分 方程 这 个 差分 方程 的 解 
iy, } OO FE SHOR RA yoryi 2-1) WE limy, = 0 的 充 要 条 件 


是 (1.4) 的 特征 款项 式 
plz) = plz) - halz), h = Ah,h > O (1.5) 
是 Schur EAR, WS A Rp" S pK EP fur T Ë ñz BS pq #E , Hp 


p(z)= Daz olz) = See .为 了 判定 p(x) 是否 为 Schur 多 项 
.1- 


式 , 由 于 ptz) 的 次 数 是 固定 的 (k 次 ), 因 此 可 以 使 用 Schur 准则 ， 
逐步 降低 p (=z) HK, BEREAN — 4 [E K £ Ti = Jš: 2 S 
Schur 多 项 式 .具体 过 程 如 下 : 设 
plz) = G + Cts tte + Ciz + Cos 
Ë (z) = Cott Ct q Chet C, 
其 中 Cf (7=0,1,… k) C, FESR. Schur 准则 如 下 
p( 2) Schur 多 项 式 当 且 仅 当 


pilz) = 二 [多 (0)2(z) — p(0)À (z)) 


E Schur 8238582 | P (0) [>| p(0)!. 
不 难看 出 ,pi1(z) 最 多 是 上 -1 次 儿 项 式 .重复 上 面 的 过 程 ;最 
终 上 只 要 判定 一 个 低 次 多 项 式 是 否 为 Schur 多 项 式 . 
接 下 去 ,我 们 用 多 步 法 (1.1) 去 求解 焉 时 方程 的 一 个 最 简单 的 
模型 问题 
y (z) = ay(t) + bylt- z), 20, 
slt) = p(t), <0, (1.6) 
其 中 z>0,.15i <- Rela). FR. DMR h = r/m, mal 是 
某 个 自然 数 .我 们 有 
È 
È ansi = ha > Boms; + 1b 3) Bomy me a7) 
LED TROESRAE( SHE 8 4.3) 
balz) = Qlzr) + plz), (1.8) 
其 中 
Q(z) = plz) — as(z), 
plz) = a(z) 5, 
a = ha, 
b = hb. 
值得 注意 的 是 ,这 里 mel 可 以 是 一 个 任意 的 自然 数 ,Schur 准则 
难以 征用 ,必须 寻找 别 的 方法 来 判定 , Pml) EEN Schur # Hl 
"2. 


式 .我 们 已 经 看 出 ,这 里 的 问题 比 常 微分 方程 中 出 现 的 问题 复杂 得 
#. 


81.2 KRHS TAE 


定义 2.1 设 初 值 问题 (1.2) 的 解 ye EE FE, 
求解 (1.2) 时 的 解 序列 为 1y,1 ,其 中 初始 值 yo ,yi1,… ,yx -1 满足 
limy, = limg,(h) = g, & = 0,1,--,k — 1 
时 ,有 
limy, = y(z,) 
nh = t, — fo 
对 任意 的 ¿C [t b RL, RAMA SE 1.1) aA. 
例 用 Euler 方 法 
Yat = Int hf,, f, = SOn Yn) (2.1) 
去 求解 方程 
y (z) = Ayl), 
x(0) = 1. 
£ t= nh 固定 ,于 是 
Yn = 加 -1 十 正三 -1 
= (1 + Ah) yn 1 


= (1 + y 
= (1+ ylh) — e", (h — 0), 
由 此 可 知 ,Euier 方 法 是 收 和 化 的 . 
HEC Tob], 
#[yx(z hA] = Lleol + jh) — hfe’ (t + jh)], (2.2) 


把 (1.10) 中 出 现 的 yet + ih) B y (tjk) EE z SERIF Taylor 
级 数 ,然后 合并 h 的 同 次 短 , 得 
LUCE) h] = Coy( + Cihy 十 二 Ce (E) +o, 
(2.3) 
. 3 ` 


其 中 


Co = no + apt + ay, 
C, = aÚ + 2æz + + kay — (Bo + Bit + B), 


| ; (2.4) 
C; = ge + Zia + --- + K'a,) 


一 opie +2918) + + KIB), 
定义 2.2 倘 (2.4) 中 的 Ci(i=0,1,2,…) 满 足 
Co = 0, 
Cl = 0, 


= 0, 
Cn, = 0, 
我 们 就 称 差 分 算 子 2 RAAT ARE SE (o , =) RE 
上 ,Cprivo(1) 称 为 此 方法 的 误 盖 常数 . 
定义 2.3 MEPE DREAN p 之 1, 我 们 称 此 方法 是 
相 容 的 . 
显然 方法 (1.1) 相 容 的 充分 必要 条 件 为 
Co 一 Ci = 0, 
或 
p(1) = 0,g (1) = ot1). 
定义 2,4 > 
Tite = F [y(z, l; h], 
则 称 Tert AREE HE. DF z, + ERARE. 
信使 我 们 给 线性 多 步 法 (1.1) 以 局 部 化 假设 : 
y(z,+;) = Matys 于 二 0,1… — 1, 
那 末 不 难 推出 Tee Ee Fly (tata) — yart l- RAT RRL tna) 
-+t=er+ 以 没有 局 部 化 假设 ) 为 线性 密 步 法 (1.1) 的 总 体 埠 
ine . 
. 4 . 


下 面 给 出 零 稳定 的 概念 . 

定义 2.5 设 线性 多 步 法 (p ,a) 的 第 一 特征 多 项 式 p eE 
H Shn A HAlEI SIG =1,2,--,4), W XF3 4 Jo 
EA =1 时 ,与 , 必 为 PtE) 的 单 根 , 那 末 我 们 说 方法 人 p ,a) 是 零 稳 


SERS (SRI Dahlquist 稳定 的 ,或 说 方法 (1.1) 满 足 根 条 件 ). 
定理 2.1 如 果 方 法 (1.1) 是 收 侣 的 , 那 末 它 是 零 稳定 的 . 
证 明 SRA 

wz} = 0, 
yt0) = 0, 
其 解 y(t )==0. 用 (1.1) 去 求解 上 列 初 值 问题 ,得 


+ 


Dy ant; = 0. (2.5) 


i=0 
LAER. SLES MAH 


k 


pE = diag. (2.6) 


i=0 
假定 (2.6) 之 零点 互 不 相同 ,为 名 ,名 ,…, 护 , 那 末 差 分 方程 (2.5) 
的 通 解 为 
Yn = [dit + dhe + = + AIA, 

其 中 dCi =1,2,-- RAR BR. dH T g, ZEEE, y eoin 
oo AMY i i 

limh "H = 0, 
Bp 
& 
# 


limt : = 0= | š, =ç 1. 
+O 


如 果 (2-6) 有 重 根 , 重 数 为 g, WEAR Pe pag 的 项 。 由 
Ya OC n> oo FES tH 

limh + néer = 0, 

mer 


或 


imini = 069 1 和 1< 1, 
定理 2.1 证 毕 ，“ 
定理 2.2 MEO DEABRU. DEMAR NOR). 
TER 先 证 Co=0. 为 此 考虑 初 值 问题 


y (z) = 0, 
y(0) = 1, 
HEA y(z)=1. 我 们 用 (1.1) 去 求解 上 列 初 值 问题 ,得 
Yp 十 fiver + + aynik = OÜ. (2.7) 


FREE y=1,n =0,1,…, 上 一 1. 因 为 (1.1) 是 收 合 的 , 故 
lim w=, 
= t 
在 (2.7) 中 令 n=, h 48. 
ata te ta = 0, 
妈 Co=0. 再 考虑 方程 
y@)=1, 
y(0) = 0, 
其 解 为 yb 用 (1.1) 去 求解 上 殉 初 值 问 题 ,得 
0Yana + aiys+1 H + Yare = AL Bo + Ait + Ble 
. (2.8) 
容易 验证 y, = nhe 为 (2.8) 的 一 个 解 序列 ,其 中 
x = (Bo + Pit'e + B,)/(Ëay + "+ ao), 
注意 到 p (1) 隆 0, 故 上 式 有 意义 .再 注意 (1.1) 是 收敛 的 ,有 
limy, = t, | 
mar 
于 是 
te = t, 
Mc =1 0 (1) =o(1). 2.2 ER. 
JEM 2.5 Hii Birn EO. DARA. ee 
TEM es>0, 总 存在 >00, 4 


on | x - x ISS, 0< Ah =< h 


时 ,总 有 


DEX | zn Ya ise, 
0 A 


那 末 我 们 就 说 (1.1) 是 稳定 的 . 
定理 2.3 如果 方法 (1.1) 是 相 容 的 , 那 末 
(1.1) 是 稳定 的 (1.1) BBE. 
证 明 再 次 考虑 初 值 问题 
yt) = 0, 
y(0) = 0, 
其 解 为 >(t)=0. 我 们 用 (1.1) 去 求解 上 列 方程 , 且 取 y = x, = °° 
= -1=0,48 
yx, = 0, Va € N. 
BRA zo=e, 2106), z - 1 = et |B 
Zy = eG, Vn EN. 
HE o EMF A 与 ,| 刁 | >1, 08 


NCA 
oad, | Wa ey Ie TG | OQ), 


这 里 NAER 地 二 WRK BRK. 显然 当 有 一 0 时 N(h)— 
0. 从 而 


mas, l Yn — za l> (h —0), 


这 说 明 方法 人 (1.1) 不 是 稳定 的 ,对 于 某 与 ,| 与 | =1 HERR, Ear 
类 似 证 明 . 

反之 ,假设 (1.1) 是 零 稳 定 的 ,我 们 来 证 明 方 法 是 稳定 的 .为 了 
证 明 简 明 , 我 只 针对 方程 y = Ay METER. PHB ple) RAM 
根 . 用 (1.1) 去 求解 y 一 hy, 得 


k k 
27 oo = HAD, Bones (2.9) 
È 6, = Yn tn Ble, Sen =O,1,,2-1. BERD 
Á 
2 Ca; ~ AAB ene; = 0. (2.10) 


RE h>0 充分 小 ,上 列 差分 方程 的 特征 方程 之 零点 也 是 互 异 的 ， 
了 。 


它们 是 Eh), Eh), & (A) BPA = hd, & = & (0) CG = 1,2, 
wy RE p(5) 之 零点 , 那 末 (2,10) 的 通 解 能 表示 为 


Ë 


e, = Dlg, no. (2.11) 


j=0 
写 出 (2.11) 中 当 2#=0,1,--,2-1 时 的 方程 ,得 


rí 十 rat + rk = ep, 
riti (h) + -+ r (h) = e, 


ril ek) I 十 -十 ri[& (A y] 1 = Clr 
把 ri1,rz,… ,rs 看 成 上 列 线性 方程 组 的 解 , 那 未 r; HSH eo, 
ee-1 有 相同 的 界 ,注意 定义 2.5 便 可 得 


max | r; Is Cre, (2.12) 
其 中 Cl 为 常数 ,已 知 ECA) =1,2,- BR 
plé) — ha (É) = 0 (2.13) 


WR RRRS EN 
Sh) = g0) +a SER + oG 


PE) 
所 以 
IE ISI & I+! Ah | C; 
{1 +; Àh | Ca, 
进而 


| h) i" [1 +] Ak | C,]* 
[eGA 
< ena Cto) ， 
再 结合 (2.11) 及 (2.12), 便 得 
| e, |= Cs - ech tg Al O< kh =< h, 
这 表明 (1.1) 是 稳定 的 .定理 2.3 证 毕 . 
定理 2.4 设 方 法 人 1. 切 是 相 容 的 , 则 方法 (1.1) 是 收 仇 的 当 
且 仅 当 它 是 零 稳定 的 . 
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证 了 明 ” 收 误 性 推出 零 稳 定性 的 证 明 可 见 定理 2.1 之 证 明 . 现 
BERTACO. DETRE, REENE ERAAN. 我 们 仍然 只 
对 方程 y (71) = Ay(rz),y(0)=1. 再 假设 pf) HA PRS. eat 
(1.1) 的 通 解 为 

k . 
m= Dele, (2.14) 
j=l 
我 们 来 证 明 
lim =e”, 


为 此 我 们 将 证 明 7 LE, * +e. (299), (2.14) PHRS 
项 赵 于 零 ,再 次 使 用 扰动 定理 得 

£ (h) = & + s h + O(F2). 
由 于 (1.4) 是 相 容 的 , 故 p(1)=0. 由 此 可 令 8, =1, 


GQ) = 1+ tay + OG). 


再 因为 相 容 性 , 知 p (1) 一 #01), 从 而 
&,(h)= 1+ h + Oh?) 
L&G] = et + OCA)" 
= e“(14+ O(h)]. 


故 
lim [&(€h)]" = e”. 
余下 的 只 需 证 明 r1 (a0). B (2.10), 
Fr1 二 rz 十 十 下 二 0， 
rih) + + r (h) = xu 


ryLé(h)]*} te + r La Ch)! = 1- 
用 Cramer 法 则 来 表示 Yi» 


yo 1 =. 1 


> &CA) 人) 
He E&R) 
m1 1 
8 (h) Elh) 
EChL EAE e Aih) 


FREE y = yh )1, (470), p=0,1,.",k 一 1, 及 &, (0) =1, 
故 ri 一 1(h 一 0).(2.14) 中 其 余 各 项 趋 于 零 是 显然 的 事 . 定 理 2.4 
证 毕 . 

推论 2.5 如果 方 法 (1,1) 是 相 容 的 , 则 (1.1) 收 化 的 充分 必 
要 和 条件 是 (1.1) 是 稳定 的 . 

推论 2.5 便 是 著名 的 Lax 等 价 性 定理 . 


$1.3 线性 多 步 法 的 最 高 可 达 阶 
对 于 线性 多 步 法 


Daves = b> Ber (3.1) 


G P70, WI te. 我 们 规范 化 a, = 1, BK (3.1) FHA 
2k +1 个 参数 可 供 选 定 ,我 们 要 求 其 脐 是 p, DEBRA ptt 
条 件 来 确定 a; ,8.(i=0,1,…, 上 kk). 这样 2k+1= 思 +1, 粗 略 地 看 
出 户 =2k. 当 段 =0 时 是 量 式 方法 ,其 阶 可 望 达 p=2k 一 1. 但 前 面 
的 定理 2.4 指出 , 收 敏 的 方法 必须 是 零 稳定 的 ,一 般 不 可 能 达 22 
或 了-1 阶 . 那 末 零 稳定 的 线性 狗 步 法 其 最 高 可 达 阶 是 窗 少 呢 ? 
本 节 将 回答 这 个 问题 . 

首先 讨论 一 个 问题 ,给 定 多 项 式 p(#$) ,p(t1)=0, 要 求 构造 内 
项 式 off) ,使 得 算 子 SHR BP Be +1, 

号 四] = plE)y(2) — ho(E)y (t), 


其 中 五 为 平移 算 子 ,Ey(z)= y(t+ A). See 
p(é) = [logé] eC) — elé), 
为 使 loge 是 单 值 的 ,我 们 将 前 开 负 实 轴 .我 们 再 注意 0(1)=0,8 
log] =O, lAogé # £= 1 处 有 一 阶 极点 ,而 pt #8) 在 $=1 处 是 正 
则 的 ， 
引 理 3.1 由 多项式 (HR o (HREKHRT 多 其 阶 为 p 
的 充分 必要 条 件 为 p(&) 在 £=1 处 有 阶 零点 . 
证 明 LABA pp, 按 定义 ,对 光滑 函数 @y(r)= et 有 
¥[ehJ= PLE) — he (E)et 
= e[o(e") — hole )] 
= Cp k?! + OCR). (3.2) 
HEAK FCA) = ple) — holt). AF fo 40, WM f(h)# h=0 B 
有 有 pt+1 零点 , 那 末 (AA 在 产 =0 处 为 请 阶 零点 .做 变换 《= 
内 ;把 产 =0 的 一 个 邻 域 映 射 为 上 = 1 的 一 个 领域 , 旦 是 1 一 1 映射 . 
把 产 =logE A SCA) AEH ple) ë= 1 Ak p HAR. 
之 ,车 pO E= AA p REA, MR f(A) = hele) tA =0 
SRA p+ AAD of 办) holt)? h=0 AA ptl Mea, 
从 而 Co= Ci = = C, =0, Cp 46, L2H p. 51H 2.1 证 
毕 . 
定理 3.1 of OW KERA, A pl) =0,8 02'S, 
于 是 存在 唯一 多 项 式 (6) KKM ER LSB p R +. 
证 明 ”因为 函数 (logE)-1pf6) 于 &=1 处 正则 , 故 可 展开 为 
Taylor 级 数 : 
(logg) p(té) = Cot Clé—-1)+C(é — 1” + ttg 
置 
alë) = Co+ CE- 1) + + Celé- 1)", (3.3) 
于 是 p(E)= (log) lol) 一 of) 在 和 =1 处 至 少 有 OLS 
点 , 按 引 理 3.1% 之 阶 至 少 是 如 +1. 
假设 乞 之 阶 至 少 是 如 +1, 则 pl 6) ee C= 1 处 至 少 是 +1 
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BES AT a(8) 只 好 有 (3.3) 之 形式 , 故 (6) kn i EA 
3.1 GE. 


1.2 


Dahlquist 在 1956, 年 曾 证 明 , 零 稳定 的 线性 多 步 法 , 当 为 偶 
数 时 ,最 多 可 达 二 T2 了 和 阶 , 当 上 为 奇数 时 ,最 商 可 达 天 +1 阶 .为 证 
明 上 述 结 果 , 令 


_ €-3 _itz 
* E41’ = 


l-z 


则 


“168IS1 映射 为 Re(z} < 0, 


f=1 映射 为 z = 0, 
£=-1 BËJ — == e. 
构造 函数 
r(e) = (152 (rt) 
及 


sz) = (152) (1). 
因为 z=0, 即 &=1 是 pl) chm, K 
riz) = az + arz? +*+ at, 
其 中 a 0. PH a, >0. RAE a,l =l, k) 8 
此 用 r, + iy, RAR rr (2) CBR AP z, , y, 为 实数 . 则 
r(z) = a, Th tz — x4) He- x, P+), 


R pe) MARL r(e) (HEARRE oC) 
之 零点 位 于 单位 回 盘 上 , 则 
| & I< 1->Re(z;) < 0. 
从 而 
x. B X. < 0, 
进而 r(z) 中 一 切 不 为 零 的 系数 将 与 a, 同 号 ,但 a1 >0 K 2,20 
(i=1,2,."" ,8). 
再 考虑 函数 
rors (人 


(z) — S(z), 


二 十 z) 
l-z 
BBA ple) F ==0 Ff p WASH F OE) F £ —1 A p Bt 
零点 .假定 LLB pik pT S=1 处 有 pp 阶 零点 .此 时 必 有 
S(z) = ba t biz te + bpa, (3.4) 
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这 里 假定 


[E - rG) = bo + biz toe + Bp ehh toe, 
-z 
因为 SJK, p> kE +1 BA 
brai = bea = "= = by = 0. 
可 以 验证 
一 人 = Co + Caz? + Caz% +e. 
loe( Z) 
于 是 
(Co + Coz? + Cay + azz! +> + apt) 
= bo + biz + hgg? 十 …， 
上 式 中 比较 z 的 辣 次 筹 得 ~ 
bo = Coa, 
bi = Coazs 
bas = Co@2,4, + C>sas,-i + + Cayals (3.5) 
bast = Cnas,,2 + Crag, 十 … + Cr aq 
{r = 1,2,---). 


假设 上 为 奇数 , 则 从 (3.5) 中 第 三 式 得 
bya, = Coar + Caar-2 +- + Chris 
可 以 验证 Can <0,(u=1,2,---), XA a, 220, b, , <0, RP 
F bye, = brar = E bp-1=0. 4 pSk +t. 
i k 为 偶数 ,从 (3.5) 中 最 后 一 式 得 
per = Coag + Cagg-2 + > + Crans 
同样 因为 Cz, <0 É a20, # ber =D 导致 
a2 一 好 4 二 >= ap = 0, 
ADFA v2) hot RE, ED r( 一 z)= 一 +r(z). 因 为 r(x) 之 零点 
zy HB Rele) 0:8 — z, 亦 为 零点 , 故 Re(z,)=0, 即 xr(z) 之 
. já - 


SRT OME HM p(#&) 之 零点 位 于 单位 加 上, 并且 因为 ez= a4 
二 二 4 一 0, 放 r(x) 之 次 数 至 多 为 上 一 1. 当 外 为 偶数 时 ,我 们 证 
BA 纪 之 阶 不 能 超过 庆 +2. 伪 p>> 上 +2, 那 末 
Sys = Ca aga + *"* + Crna aa = 0. 

因为 Co, <0, a2,220,4,>0 导致 &..<0, DEF RHR p< 
&+2. 至 于 Co,<0 之 结果 ,可 见 Henriei ABUU. fm F Meee 
结 为 如 下 定理 : 

定理 3.2 H pleal EAMT k KEMA, SASAMA 
EMAHKRHEJET, of) RE IR 3 Pk. SR p + f #8 
We+2 pHk+2 的 充分 必要 条 件 为 RSS. p(HQSLEA SE 
SUDA FOR oz(&) 由 (3.4) 式 决定 . 


$1.4 线性 多 步 法 的 4 稳定 性 


对 于 线性 多 步 法 (p,a? 
P(E)y, = ha(E)f,., (4.1) 
为 了 控制 求解 过 程 中 的 舍 人 误差 的 传播 ,必须 研究 其 数值 稳定 性 ， 
一 般 让 (4.1) 去 求解 下 列 试验 方程 ,看 看 其 解 序列 是 否 趋 于 零 ， 
po = Ay(z), Refa) < O, (4.2) 
y(t0) = g. 
定义 4.1 ”如果 对 任意 1 ,满足 Re(A)<0, RE MH EA >O, 
F411) SRE 4.2) TEP | y, LAL 


Em, = 0, 
那 末 我 们 就 称 多 步 法 (4.1) 或 (p ,so) 是 A 稳定 的 . 
令 
C= lh: Re(h) < 0| (4.3) 
及 
5 = fh : p(Z) — ho (Z) 是 Schur 多 项 式 |， (4.4) 


AHA = 应. 我 们 把 集合 SHAG DARHBEM. 显然 
(0.0) Œ A BEN SSD C. 


例 考察 如 下 线性 8 方法 的 数值 稳定 性 ; 
Ynti = Yn + h0f,. t+ h (1 — Ofn. (4.5) 
其 中 OKOSI, f, = flin). 
我 们 用 (4.5) 去 解 (4.2) ,得 递 推 关系 ; 
Yost = 和 十 Ari+ RACI — 0)y, 
或 
(1 — h0)y,a = (1 + RC — 8)) yn, 


_ 1+k(1- 8) 
Ja+1 一 1-@h ns 


MRIHERRA,Re(h) <0, H 


BB 


limy, = oo| U8) < 1. 
jw 1— 0k 
因为 
1+ U-9)h|?_ [1+ (1 — 0)Re(%) + [A — 9) Im(h)P 
1— 6h ~ [1 — 8Re(h)]2 + [9Im(h)P 


<1e 1 <6<1. 


， 当 9= 二 时 , 称 方法 为 梯形 公式 ， 
有 时 用 pade' 开 近来 判别 一 个 方法 是 否 为 A 稳定 的 是 方便 
的 . 命 
“1, s T i 
e" 一 > r ~ Xa Db 
= Ri(z), 
如 果 
Riz) = e + OlT), 
我 们 称 RH e) e ÉB S+ T RARE. 
ATR a,,6;(ag= bo =1,i=1~-s,f=1~T),F 
= ñ T ' ST 1 N 
Bar = | dye] de} 
a=0 ¿=0 =o =" 
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比较 xi 之 系数 来 决定 a; 与 与 . 

EX 4.2 如果 Ri(z)J ez ñ S+ T Br i SIM t. ML, 
Ri(z)jJ2 e 的 pade WG. 如 果 还 有 S= TER RE z) e 的 
对 角 pade 逼近 . 

定理 4.1 [261(Birkhofft-Varga) 设 RŠ.(z)j ez AY Pade’ iE, 
且 S= 工 及 Refz)<0, 则 

| REZ) i< 1. 
为 了 以 后 的 需要 ,我 们 列 出 下 面 的 明显 的 等 价 命题 . 

定理 4.2 FR aS tt 

(QREB ER (0.0) 2A 稳定 的 ， 

(b)Re(h ) <0 p(2) — he (2) Schur 多 项 式 ， 

(o)l z|>1>Re[ 422 |>0. 

关于 线性 多 步 法 的 A 稳定 性 及 其 他 有 用 的 稳定 性 有 非常 丰 
富 的 研究 成 果 , 我 们 只 给 出 一 些 常用 的 结果 ,特别 是 ,1962 年 
Dahlquist 给 出 的 “悲观 性 定理 ”, 即 A 稳定 的 线性 多 步 法 其 最 高 可 
达 航 为 2, 其 中 梯形 公式 之 误差 常数 最 小 . 

定理 4.3 线性 名 步 法 ‘p,s) 为 A 稳定 的 必要 条 忻 为 

(Dat 全) 的 一 切 堆 6 WES |<1(j=1,2,--,4), LTE 
RIFA 


(aa #€ W=Re| 2E ]>o, 


其 中 W=jglgl>1}. 

证 明 DEH Eo BA 稳定 的 , 挡 定理 4.2(c), (GDE 
然 成 立 .再 证 (让 成 立 . 我 们 总 假定 p. 是 不 可 约 的 两 个 多 项 式 , 若 
& 是 cl) 之 某 零 点 , 则 它 不 是 pl&) 之 零点 .映射 有 二 p(&)/o(&) 
把 上 平面 上 的 后 映 为 平面 上 的 Riemann 球面 的 北极 ,而 韦 的 
一 个 邻 域 观 为 中 的 -一 个 邻 域 ,但 的 每 个 领域 中 总 包含 大， 
Reh) <0. EOP, PE s. CW, TRA & 的 一 个 邻 域 
UCW. 此 邻 域 之 便 为 的 某 个 郎 域 .可取 一 点 EEU PHBA 
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€ 平面 ; _ 
` — 
$; 
图 1.3 


Æ Re(h) <0, FERS Eh, BON p( 2) - ho( 2 AER EL 
Ele) >1 ,但 这 与 定理 4-2(b) 是 矛盾 的 . 

再 证 充分 性 ,我 们 来 验证 ( 认 一 (ec). 按 本 定理 假设 ,上 E W 时 
EH 4.2(c) BRL, | Sq] = 1. 

情况 a, a ( £9). 


El) RAL, BP RelA (6091<0, 
那 末 & 的 充分 小 的 领 邻 域 O H. 
Beh FR (fy) 一 个 分 域 
VCC’ ,此 时 存在 s€ Ú B e€ 
W, ERASE V, R Re[h (g)] 
<<0, 它 与 (让 是 矛盾 的 . 

E b, olo) =0. 
IERTE ( 80) = 00, È Æ BL 00 

m14 Ai, Bt Re[h (Eo) ]=0, ROR. 
定理 4.3 证 毕 . 

定理 4.4 HS Bo (SEA, | 60|=1, 重 数 m2, 
{p,5) 不 可 能 是 A 稳定 的 . 

证 明 令 
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Fiad 


图 1.5 


因为 名 是 ofE) 之 m 重 根 ,又 不 是 p(&) 之 零点 , 故 可 把 所 (&) 屡 开 
为 Laurent aw 

ACE) = Const(€ — é0)-™ (1 + O(1)). 
因为 mw 实 2,h(8) 把 &£ 平 面 上 的 一 个 扇形 S, 它 以 & 为 顶点 ,夹攻 
a=2r/m , BEY Riemann 球面 北极 品 的 一 个 邻 域 N, 即 S— N. 
MBA a 所 x ,可 使 整个 S 位 于 单位 圆 的 外 部 ,因此 可 找到 一 点 
E ESE (>1, H Rel[h Ce" ]<0, B £" € W>Re 


[EER] <0, 这 与 定理 4.3 HSH) HE E 4.4 HERE, 


<p> 


- 19 ` 


定理 4.5 te 

(Deol 8) 2F ek o; WHE o,)<1,i=1,2,--,8, 

(2)| €i=1->Re[ HE ]>0 
于 是 ,《p,o) 是 ABER. 

证 明 由 (1) 指 明 有 (8)=p(&)/o(&) 在 W Sow E fE 
析 PBT A (EHO sas Rel o( HO) /o( O14 W 上 是 调和 函数 , 它 
在 定义 域 的 边界 上 达 最 大 与 最 小 (Complex Analysis, Ch. 5, 
Ahlfors, 1955) , 故 

UCE) = Re[ $R ]> min UC). 
注意 (2), 便 得 
UY So, EW 

利用 定理 4.2 中 的 (c) 便 获得 证 明 ， 

Wl 梯形 公式 的 A 稳定 性 . 
我 们 用 定理 4.3, 再 次 证 明 梯 形 公 式 之 A 稳定 性 , 令 


Savi = Yn + Lrg, + foil, 


mj 
e(é) = €-1,e(@) = J1 + ë], 
Reale) = HH >o, Yee w. 
#J2 tila Euler AN A 稳定 性 . 
令 
Yati 一 Ya + hf,+1* 
则 


eff) =E-1, off) = 


Reh(é) = 人 >0, YEEW. 


例 3 令 
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Yntk = Yn 十 E hk Fas + fads 


ee) = 4-1, (H = Fe +, 
Reh(€) = + tE >0, YEW. 
定义 4.2 BW, 是 左 半 有 平面 上 的 一 个 扇形 ， 
W, = lA: —a < z — arg h < a|, 
车 tp,o) 的 稳定 集 S 满足 
SW., 
那 末 就 称 <p,o) 是 Ala) MEN; MF SDH, Mp. E 
Ag 稳定 的 . 
对 于 Ata) 稳 定性 ,与 A 稳定 性 一 样 ,我 们 有 如 下 等 价 性 命 
题 . 
定理 4,6 ”下列 际 述 是 等 价 的 
(po 是 Al BEN, 
(ih E W, =pl E) — ha(€) 是 Schur 多 项 式 ， 


(DI#i>1>2 人 EW,. 

关于 A 稳定 性 ,有 如 下 定理 : 

定理 4.7 车 (tp,o0) 是 A 稳定 的 ,出 

MER ao(&) 之 办 点 此 位 于 单位 回 盘 +, 

(iefE) 在 单位 贺 盘 D 的 边界 到 上 零点 之 重 数 m 志 2. 

证 明 HH (po EB Ao 稳定 的 , 故 当 hE《 一 00,0) 时 lE) — 
Fol E)E Schur WR, yF eh W 

| &(h) I<1, 
WE 
lim | &(k) |=1 €(0) S&L, 
其 中 EHA p(#) 之 零点 .类 似 地 
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Jim | E) |=|1 gll, 
HP o ga (82388. (IEE. 
对 于 ( 开 ), 设 E 是 e(5) 之 零点 且 | £ | =1, 重 数 m ,我 们 来 
证 明 m2. 
由 于 £ Roli)? m BER MRE p(B, PAE) = 
CCE)Aol&) 在 5 处 展 成 Laurent 级 数 , 则 


TE) = PR ~ ale~ Ey", 


其 中 a 是 某 一 常数 . 

我 们 注意 到 A. 稳定 性 也 有 如 下 等 价 形式 

(i) p.a) i Ap 稳定 的 ， 

GDR E (- 00,0) (4) -hol E)E Schur 多 项 式 ， 

Git) | | 21> EF € (— 0). 
因为 m 222, RAE 4.4 SER RBA = (2) /o(2) i z 3 
面 上 的 一 个 肩 形 ( 它 以 AES, EAH a =20/m ) AA Riemann 
球面 上 北极 ee 的 一 个 邻 域 .因为 夹 朋 a 志 x, 可 使 整 户 形 位 于 单位 
图 外 面 ,因此 可 找到 一 点 上 局 于 扇形 ,使 得 |8| >1, BAe) = 
e(8)Z/Za(8)C€C ( -00,0), 但 这 是 与 上 面 (证 ) 相 违背 的 . 

定理 4.8 ” 显 式 多 步 法 不 可 能 是 A 稳定 的 ;A 稳定 的 隐 式 凶 
步 法 中 其 阶 志 扎 2, 在 p=2 的 方法 中 ,梯形 公式 的 误差 常数 最 小 . 

证 朋 ” 先 证 明显 式 方法 不 可 能 是 A BH. PR a = 1,85, 
=0, 2-140. EWA p(E) -ho(&) 之 零点 为 (Ch) Ch), 
&,.(h). i 

o(@) — holf) = (£ — SFIS — Ehee- &CA)). 

Ht Viete( iA) ER, 


+ 
LEA) = — (ap-1 一 36-D)， 


Fio, Wla — BB, 1) =o EK £, (A), & ARBRE 
EM ARR Boo ART AE A 稳定 的 . 
- 22+ 


FR} = ple) — hole), 

plé) = [In€]}“'p(é) — «ef 8), 

£= =, 
则 

Jf(h) = hele). 
从 引 理 3.1 之 证 明知 ,如 果 tp,o) 的 阶 为 p, 那 未 f(h EA =0 Ak 
A pti HEA, R 
ple*) — hale") ~ Cy BPA, (h — 0), 


或 者 
pee) — Ing&(€) 一 C, [In8]#t1, (E> 1), 
BR -ne ~ Cling] ole), (e+ D. 
那 末 i 
bin| 283 ~ ine |/(e -1}*" = Cpsize(T) =~ Coa. 
4 
C" = Ciu = bim[ine ~ 62] /(e- ve. (4.6) 
FE aE Be 
z= $H, e= ZH, (4.7) 
记 
~ ~1\* +1 
F(z) = (25 )o(Z44). (4.8) 
~ _ È 
5¢2) = (25 4)'o(244). (4.9) 
由 变换 (4.7} 知 
E— lope — oo, 
= 2 2 — æ 
f-l= 7772 (= ) 


由 (4.6) 式 知 
BEHER- e" e= 


z—1 
因为 
oe( 24)= 2g! + 22 +O(z 4), (z— œ}. 
i 
P= tet + Fas + Oe) - C* 2r" 
=2= l + [2 -8C e? + O(2), (4.10) 
其 中 


0, ps3. 

由 定理 4.3 MR.) po BA 稳定 时 ， 
(i)S; 是 Cz) 的 零点 二 Re( S,)<0, 
(i)Re( 2) 20->Re| $422 ]>0. 

先 验 明 如 下 辅助 定理 的 条 忻 
定理 (Riesz-Herglotz). ÉE 
(a) Sup (z-#%(=))< =°, 

(b)Re(z) >0 Pf,#(=) EM, 
(c)Re(=)>0 Bf, Re($(z))20, 则 
é(z) = > dw) 


=% z—iť’ 
其 中 ol)A t HARTMAN. 
我 们 用 (i) 一 (让 来 检验 (a) 一 (c). 令 

$l) = #(z)/S (z). (4.11) 
由 (4.10) 式 , 当 roht, z FAR, RAC DRA 稳定 的 ， 
|£] = 1,80) £ RERE AR, E= 一 1 HR (ENCE, 
ABA ==0 只 能 是 SCzx) 之 单 根 .由 此 推出 x 产 tz)xS(zr) 在 z= 

. 24 + 


OF AW. PEH (i), x >0 不 是 S (2) SER K ac >0 PF, 
zF (x) S(r) EM. EIE 

(a) Sup | xpt zx)|< 0. 

(pb) 由 (让 ,车 Rez) >0, E (VEFA, R 由 z) 在 右 半 平 面 正 


则 . 
(c) rh Gi), Re( z) >0—Re($(z) 20. 
条 件 (a) 一 (ce) 对 (4.11) 定 义 此 z) 全 部 成 立 .所 以 
rei y= Ë eo 
=|" _ dot). 
因为 
d 2 2zt 
Ea]- Gee? (>o, 
故 
ar F 
EE 
由 《4.10) ,有 


EEB] -ehtonsa 
令 z 充分 大 ,得 


2 
3 


Ë p23, TE C’-002<0,9 8. 
由 此 可 知 pc? 及 
2 ane 
2 8c" <o, 


-8C <0. 


C* = 


B= 


对 于 梯形 公式 ,有 


p(s) = 8-1, o(€) = FU +e) 


T(z)= 1, Sz) = 2A, 
所 以 
Flz) 2 
S(z) z 
注意 到 (4.10) ,我 们 断定 2- 8C* =0, 或 C* =1712. 这 便 完 成 
了 定理 4.8 的 证 明 . 


第 二 章 Runge-Kutta 方法 
$2.1 Runge-Kutta 方法 的 阶 条 件 


Runge-Kutta 方法 是 在 1900 年 前 后 由 Runge 和 Kutta 最 早 提 
出 的 ,但 直到 1960 年 以 后 才 由 Butcher 和 Burrage 发 展 和 完善 了 
这 类 方法 .为 了 简单 起 见 ,我 们 先 讨 论 所 谓 显 式 方法 ,对 于 方程 
y (£) = flt.y), 
Pe = yo G- 
已 知 初 值 yo, 使 用 步 长 A> O, RIER NK DHE y~ yilt aS 


tg th. HERAF: 
Ry = f(to,yo), 
ki = flto + Choyg + h Dak), i=2~5S, 
` asi (1.2) 


s 
yt = yo + h D1 bai, 


其 中 C; = "Say. 
如 果 存 在 常数 上 >0, 使 得 
|y(t + h) -y || < pri, 


就 称 此 Runge-Kutta 方法 是 p 阶 的 . 
1964 年 Butcher 把 上 述 方 法 用 表格 来 表示 


(1.3) 
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或 简写 为 
C A 
7 (1.4) 
现在 的 问题 是 ,如 何 选择 矩阵 A 及 向 量 5,c, 使 得 (1.2) 有 较 
高 的 阶 . 为 此 我 们 把 (1.1) 写 为 自治 系统 的 形式 
下 = fly), y fly) € R, 
y(to).= Yo 
ES kifle ,i 二 1 一 5s, 则 (1.2) 能 改写 为 


i-l 
i = yt h Daaf) i =1~S, 


(1.5) 


(1.6) 
yi = vot DO 
把 上 面 的 (1. 6) 式 写成 分 量 的 形式 
s- = yl + ha (gaa: =1~ S, 
(1.7) 
x = +h DOF eh ede g), 
这 里 yb, Ael DIRA n Eyy eg 之 第 J 个 分 量 ,j=1， 
2,°' yh, 
为 了 确定 方法 中 的 A 及 56, 使 得 方法 有 阶 p, 我 们 设法 使 用 
Taylor 公式 


yh) = yo + hy (0) + 身 y(0) + ==, (1.8) 
按 Runge-Kutta 方法 ， 
y= Yt basa) 
= yq + hlk), (1.9) 


也 可 看 成 的 函数 ,将 它 在 上 =0 处 展 成 Taylor 级 数 ,然后 与 

(1.8) 式 中 的 六 AO UCHR, ET BER ay b; 注意 到 

(1.7) 式 中 的 第 一 式 与 第 二 式 有 相同 的 形式 (ay 5 5 对 应) ,因此 
. 28 ， 


对 gi; 求人 导数 .注意 公式 


LASCA) Lo = of (a ice, (1.10) 
由 (1.7) 中 第 一 式 ,对 ORS 
gq = 0, (gy, = ys (1.11) 
g=1, (glJD = esf (1.12) 
a=2, (gD)Ro= 22 auf (ai)? (1.13) 
= 2276 MACE 
= 23a, BAe Saw 
= 2 Dayan DAR- 


这 里 PCy) = Cy oe Py yy Pa 
YOY" A= Zie Y AR RAL, W K = 12,50, 
p> 22 7n PEO Fj k RA, F<; <;. 
我 们 把 q=3 的 结果 写 出 ， 
«=3 (zD) = 3 Devaney Hifk i-s 
十 3-22 ayagan 2> FAE- » 
(1.14) 
为 了 求 得 yi 的 Taylor 展开 式 , 必须 把 (1.11) 一 (1.14) 中 的 求 和 


A b; RB a; ,并且 把 5 的 求 和 改 为 从 1~S. 
我 们 再 写 出 (1.8) 中 的 各 阶 导 数 


(yO = Fly), (1.15) 
GHD = DAA? = fk F, (1.16) 
(91) = XA e. + DAP. (1.17) 


对 于 近似 值 y1， 我 也 把 它 着 成 h PUSO 
+ 29. 


ylh) 一 yi(0)+ hy1(0) + kisi) + #700) +-- (1.18) 


为 了 方法 的 阶 为 p = 3, 必须 使 得 (1,12) 与 (1.15), (1.13) 5 
(1.16),(1.14) 与 (1.17) 分 别 相等 , 便 得 


>b, = 1, 
j= 
22 baa = 1, 
&,j 
3 Dibayay = 1, 
fk, 
6 D basau = 1. 
ET 


注意 到 C, = Say (1.198 


(1.19) 


Dla: = 1, 
i=l 

-1 
25, ~ 2， 
Dec =t 
i=1 
Dba, = +. 


为 了 导出 更 高 阶 的 Runge Kutta 方法 , 便 会 出 现 十 分 复杂 前 
运算 .Buteher 首先 使 用 树 的 理论 来 简化 这 些 运算 ,获得 成 功 . 在 上 
述 对 o 的 求学 过 程 中 , 可 发 现 一 个 十 分 有 趣 的 事实 ,以 gf3? 为 
例 , 其 中 某 项 出 现 因子 agay 时 , 必 出 现 fla KK; HBF ayau 
时 , 必 出 现 Ae SEE ATAT may 与 wa 分 别 用 一 标 树 来 表示 , 即 

i 


k i 
v k (1.20) 


形 如 (1.20) 的 树 称 为 标号 树 . 它 蚌 从 较 高 的 顶点 向 较 低 的 顶点 的 
一 个 映射 : 
I—> j,k —j;l—k,k >j. 
定义 1.1 BA=[jck<i<m<p<--}B—-THENA 
序 链 ,A。 是 包 会 前 g 个 指标 的 子 集 .一 个 有 根 标号 树 是 一 个 映射 
(TRH) 


t: A, lil — Aç, 

使 得 对 任何 z C A. if] t(zd<z,z 称 为 +(z) 的 子 ， r(x) RA = 
的 父 . 家 旋 中 的 始祖 称 为 树 的 根 , 所 有 q 阶 标号 树 的 集合 记 为 
LT SRS o 等 于 桂 的 顶点 数 , 记 为 g= (t). 

定义 1.2 AS LT, 中 的 一 个 标号 树 1, 我 们 称 

POD = 22 fe-(y)/8.(y) Fla 

为 对 应 的 初等 微分 ， 这 里 求 和 是 对 q- 1 个 指标 K.L HEAT BJ; 
EME qg 个 上 之 积 ,其 上 标 取 遍 树 z 的 顶点 ,下 标 表 示 各 顶点 对 


应 的 子 . 
A I 
站 一 V f= k 


例如 . 
j j 


对 应 的 初等 微分 便 是 
Skat. DARF 
又 例如 与 标号 树 
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. 对 应 的 初等 微分 为 
>; aP EF, 


K.M.L 


an fit it" ， 


>; flat fal". 


KL.M 
定义 1.3 两 个 标号 树 t, u WMR Mu 的 阶 相同 为 9, 且 存 
在 一 个 置换 =, 使 得 
TAg > Apol) = j, 
而 对 A, — lj ERHE— EREA 
ig = ou, 
我 们 称 上 Su AS. 
不 难 验证 上 面 tajystaas #4 三 个 标号 树 是 等 性 的 . 
定义 1.4 所 有 q 阶 标号 树 的 等 价 类 称 为 ? 阶 树 ,9 阶 树 的 
集会, 记 为 Tai r TR ol) 8 z€ Tele) z Pr 
属 等 价 类 中 元 素 的 个 数 , 亦 即 的 单调 排序 的 最 大 可 能 数 . 
例如 , 树 tars ta, t43 都 属于 同一 等 价 类 ;此 等 价 类 中 的 元 素 个 
元 恰好 为 3, 不 可 再 有 别 的 单调 排序 . 
例如 对 树 za 


Le K 


其 a(ty)=1. 
定义 1.5 WrET,.> 
r(t) = q: r(ti) rigor Ga), 
其 中 xr(z1) 是 1 ERRERA ARB, ru. E z, 
hO DA BHAA. 
例如 
` 32 " 


NY . 
Ke f ` ` 
i ` 
t= ` 
r < ai 
`x ñ ` " 
` >. `x r 


y ` 
q=9 r(t1)=2°6 r{ta)=4 
v(t) =9+(2°6)+4=432 
我 们 把 阶 委 S HSA RAM (z), ORRAT 
221.1, 0B 10 的 每 一 阶 树 的 个 数列 于 表 1.2, 表 1.1 中 的 而 全 ) 
表示 该 笃 与 相应 的 初等 微分 前 面 的 系数 ,# 表 0 阶 树 ,r 表示 从 有 


一 个 顶点 的 树 , 其 阶 g=1. 
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TI er | 
TR, 


í 
ta ` 4 wat Las: 


为 了 求 得 Runge-Kutta 方法 的 阶 条 件 , 我 们 给 出 如 下 两 个 引 
理 , 其 证 明 可 参看 E. Hairer, S. P. Norsett, 及 G. Wanner 的 书 
“Solving Ordinary Differential Equations” 
381.1” 对 于 微分 方程 组 
OY = Fy sy) T=1~n, (1.21) 
其 理论 解 狂 足 
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Ch) = SFC) = Dealt) ay). (1.22) 
z€ rT, ER 


381.2" gl, yi 的 导数 满足 
DL Dri) Ded (OPC) y), (1.23) 


z€ LT, j 
ODL = Dart) DEAE GA) 


= Za Or Deh PA). (1.24) 


只 要 比较 (1.22) 式 与 (1.24) 式 便 得 
定理 1.3 S 级 的 Runge-Kutta 方法 (1.6) 具 有 阶 p, SEN 
当 ; ， 
27 b(t) = 7G)’ (1.25) 
对 一 切 阶 gp He 成 立 ， . 
注意 使 用 Zas = Ci, 由 定理 1.3 及 表 1.1 中 的 $, (r) 2 835 
式 ,我 们 给 出 gs 魏 5 时 的 定 阶 条 件 (1.25). 
q = >, = 1, 


>) baz = 
Diras = t 
2 一 4 
-1 
2 bag = j 


D bayar = 4 


Do bet = 入 
Dd) beaj = io 
2 bcag? = $ 
2) bcayauce = x 
q=5 Dspace = 375 ` 
D bas? = 36 
D bapan = 40 
2 bayi = Š 


D bayana = = 
如 果 我 们 希望 方法 的 阶 p=3, 那 末 必 须 解 开头 4 个 方程 来 确 
E ag.b; Re; WRAPS p = 5, RADASHS 17 个 方程 来 确 
E ag. 6; 及 ci. 值 得 注意 的 是 这 些 方程 中 并 非 每 个 都 是 独立 的 ,有 
时 增加 一 些 附 加 条 件 , 方 程 个 数 可 以 大 大 减少 .再 要 注意 方程 组 的 
解 并 非 全 是 唯一 的 . 
下 面 的 表 工 .3 给 出 阶 数 与 条 件 的 个 数 之 关系 


. 31.3 
GG s<WcÉsua 
wee] fe [+ bs |r| | os | | as | 205 
3 1.4 给 出 显 式 Runge-Kutta 方法 各 种 级 数 S 可 达 的 最 高 


ir. 
对 于 隐 式 Runge-Kutta 方 法 的 定 阶 条 件 的 推导 与 显 式 时 一 
. a7 ` 


1.4 FE, FREE Er 3 HARARE 
级 数 5 | 最 高 可 达 阶 人 — =3, Ye =4 
部 改 为 1 一 5, 如 a=3, Die = $: 


Diba; = 176 政 为 
gt 


ne L GB — 


5 1 
2 baie; = r 
bj=1 


82.2 Sst Runge-Kutta 方法 的 数值 稳定 性 


注意 到 显 式 方法 (1.2) 或 (1.6) 总 可 写成 如 下 一 般 形 式 : 
Yari = Ya + APC te yeh) (2.1) 
其 中 由 基 一 个 确定 的 函数 ， 
为 了 分 析 显 式 Runge-Kutta 方法 的 数值 稳定 性 ,可 以 让 (2.1) 
去 求解 试验 方程 
y(t) = Ay,Re(A) < 0, 
可 得 
Yri = rh) an 
HA = h ,rtlz) 是 z 的 有 理 函 数 ,其 稳定 集 定义 为 
S= {h:i rh) I< 1}. 
如 果 
S2CcC, 
我 们 称 Runge-Kutta 方法 是 A 稳定 的 ,马上 就 会 知道 显 式 Runge- 
Kutta 方法 是 不 可 能 为 A 稳定 的 . 
为 了 求 出 显 式 Runge-Kutta FARRER S ,我 们 使 用 人 1.6》 
之 形式 . 令 
Y = (ggg) > 
e = (1,1,°",1)7, 
则 用 (1.6) 去 求解 试验 方程 y = Ay, Re(A)<0, EA 
iM = ye + RAY, 


_ (2.2) 
Yn = Wa-i + nary. 


由 (2.2) 式 第 一 式 
Y= (I — hA) ley, s 
代 人 第 二 式 
Yn = Yaa + hbT(I — hA) eya-1 
[1+ ASTU ~ hA) lely, ls 


于 是 
r(h)= [1 + hbT(I — RA) te] 
= (1+ hbT(I + hÀ tee + hS-ÍtAS-lye], 
PRBS AEP kp A 
atte = L, 
RA rh) ZAK EH 


7 pE E e go zs 
r(h) = 1th top t + op + Cer AP + == + Csh. 


如 果 一 个 显 式 方 法 产 = 3, 那 末 
— 号 h: 
r(h) = < i’ 

Elir) <1 的 志 的 集合 是 左 半 平面 上 的 一 个 有 限 区 域 , 它 不 
可 能 是 A 稳定 的 . 
§2.3 Mist Runge-Kutta 方法 及 其 稳定 性 分 析 

我 们 只 要 在 (1.6) 中 , 命 第 一 式 中 的 求 和 指标 改 为 了 = 1 一 
便 构 成 隐 式 Runge-Kutta 方法 .事实 上 此 时 关于 z, 的 非 线性 方程 


中 ,不 能 用 递 推 方法 求 出 其 解 . 
我 们 考 碟 如 下 方法 


Y; = ya + h afr Y; i =1~ S, 
~ (3.1) 


Yrtl = Yn + hd) bfl Yi), 
HP tSt + CA. 


值得 注意 的 是 ,在 求 得 w+ 时 ,必须 先 求解 一 个 非 线性 方程 
组 


Yi = x +A $) asafti Yp), i=1~5. (3.2) 
求 出 Yi, Ya Ys RERAG. 1) 中 第 二 式 求 出 yati- 因此 ,对 
fas. Runge-Kutta 方法 ( 记 为 IRK) 来 说 ,又 多 了 一 个 问题 , 即 
(3.2) 之 解 是 否 存 在 唯一 ,这 个 问题 我 们 称 为 RK 或 说 矩阵 A 的 


适用 性 问题 . . 
在 讨论 IRK 的 稳定 性 之 前 , 先 研 究 它 的 阶 . 设 和 ,6,C 是 用 下 


法 求 得 的 , 即 如 下 三 个 限制 条 件 ， 

(A) AW=C, 

(B) Sec t=1, k=1~5, 

(C) GIES WHE Ps(2e -1)=0， 
其 中 C= (Cy) = (G4), W= (wy) = (CE), Ps E S 次 Legen- 
dre 多 项 式 . 令 

(G) 对 阶 <2s 的 每 棵 树 z， 阶 条 件 


š 1 
2 b(t) = ray’ 


成 立 . 
Butcher 在 1964 年 给 出 (A),(B), tC) 及 (G) 之 间 的 关系 . 
定理 3.10] 下 图 所 示 的 关系 成 立 . 


推论 3.2 中 对 任何 自然 数 S, 可 构造 出 p=2S 的 IRK. 
下 面 我 们 讨论 IRK 的 A 稳定 性 .为 此 用 方法 (3.1) 去 求解 线 
性 试验 方程 
y (zt) = Ay,Re(A) < 0. (3.3) 
可 得 
¥att = R(z=)y,, 
其 中 
Riz) = 1+ 21 — zA) le, 
定理 3.2 !9] (Ehle, 1968; Butcher, 1977) 存在 p = 2S 的 
IRK, 它 是 A 稳定 的 . 
对 于 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 稳定 性 ,如 果 一 个 IRK E À Ñ 
EB). HQ 
aim | R(z)l=0, 
那 末 我 们 就 称 此 IRK 方法 是 工 稳定 的 . 
例 . 梯 形 公式 
Yatl = Ya + Aig, + fails 
1+ i, 


R(z) = 2 ñ z= hÀ, 


1- = 
2 
+E A 稳定 的 ,但 不 是 工 BEN. MAA Euer 公式 
Yarl = Yn + fasts 
1 


R(z) = I z’ z= hà, 
EE L 稳定 的 . 
针对 试验 方程 
y(t) = q(z)y(t), Re(q(z)) <0, (3.4) 
将 导出 所 谓 AN 稳定 性 的 概念 。 


用 (3.1) 去 求解 (3.4) ,得 
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Y; = ya t h 27asf(s, Y), = 1— S, 
j=1 (3.5) 
Yael = Ja t hD bfl Yj), 


成 为 


s 
Y; = yn +h daga( tn +Ch)Y;,: = 1— S, 
” (3.6) 
Yet = dn th 22 bq (t, + CA)Y;. 
j=1 
A 
Y= (Yi, Yare, Y)", 


ŝi 0 


0 š, 
EP 6: hg(t, + ch),M|(3.6)8R28 
Y = ey, + ACY. 
Ce = s, + b!tY, 
Bp 
Jatt = Yn + OPU — ALY ley, 
= K(t)y,, 
EP K(f) =14+ eel - At) le, RRF 6.6 ZAA 
HERR). 
723.1 ”如果 对 一 切 S,Re(§)<0, ERR K ( CRE 
PK(g) <1, 
我 们 就 称 方法 (3.1) 是 AN 稳定 的 . 
为 了 后 面 讨论 的 需要 ,我 们 先 给 出 如 下 引 理 : 
引 理 3,3 ew 
deti I — AE] 0, 
s = (I -— At) le, 
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Mi 


s s 
IK(t)I”-1=2215Re(6) | w 2 ~ D) my FG uu, 
i=1 w=1 
其 中 


my = bay + ba; 一 bb; 1.7 =1— s. 
ER 由 


H 


(一 A5) Te， 


s 
zi = 1+ > lasu, 
j=l 


从 而 
s 
b; = bu; 一 í ayibi i= 1,2,°,8, 
人 (3.7) 
Ü; = bit; 一 Do Oye Eiiis i = 1,2,7,5. 
AKZ Mw 
K(E)=1+ 275856, 
5 
E = 1+ Db Ei 
ist 
HR 


5 3 
| K(g) 12 -1= 2158.8; + >) bug 
i=1 j=l 


+ 2155; F ji Sasa. 
ij=1 
将 (3.7) 中 之 bib; 代 人 上 式 者 端 便 得 证 . 
下 面 纵 出 IRK 的 B 稳定 及 BN 稳定 的 概念 . 


定义 3.2 ”对 于 自治 系统 
y = f/(y),y,f(y) € RM, (3.8) 
映射 满足 如 下 单调 性 条 件 : 


(f(y) - f(z=),y — z) <0, Vy,=z= € RN. 
如 果 IRK 的 任意 两 组 解 (3.8 SRAM) Ly, | 和 fz,1 满 足 


| y zna | < ll ya~ z. |, 0, 
其 中 全 ,*) 是 RN 中 的 内 积 , | >x | = (y,yU2, 此 时 就 称 此 IRK 
是 B 328) (Butcher, 1979). 
定义 3.3 对 于 非 自 治 系统 
y (t) = f(z,y), y flt, y) € RE, (3.9) 
映射 满足 单调 性 条 件 


(fGi,y)-— fisz) 9-270, Yy € RN,z € R. 

如 果 {3.9 的 任意 两 组 数值 解 | yw 上 ,1 满足 
veer — tari) =< ly — z, ll, l (3.10) 

我 们 就 称 此 IRK 方法 是 BN 稳定 的 . 

定理 3.4 $ ms 一 Bas + bas bpi HER M = BA + ATB 
— 667 之 元 素 ,B = diag | b,,62,°°.6,$. 如果 M20 R B>0, NM 
(3.1) 是 BN 稳定 的 .这 里 B20, M20 分 别 表 示 它 们 是 非 负 定 
的 . 

ERA iy Rizo HAAS: 


5 
Y; = y, + ho aur Y;), i=1~S, 
a (3.11) 
Ya+l = Yn + h2 bf ley, Y;), 
s 
Zi = = + AD aaflt Z), š =1- sS, 
j= (3.12) 


s 
Sart = z, + h 2) b;f(r;,Z;). 
j= 


Vo = Yn T Zas 
V; = Y; — Z;+ 1=< j= S, 
w; = hflg, Y) — hflg) i<j<s, 


V= Yat] 一 Ëntl- 


则 
Vi= Və + Daw, 1=<¿ =S, (3.13) 
V= Vo + Taw, (3.14) 
由 (3.14) - 
IVA? = I Vol? +2355,(Vo,W.) + 3785 (wi, w). 
i (3.15) 


H (3.13) RWS W, 作 内 积 , 得 
(Vo, WD = (V,, W, — Dae (W, w). 
1 A 03.15348 
I v 2= Ivo 122D aV W) - hays Ws, Wo) 


+ > bd;< Wi, W,) 


i= l 
s s 
= || V. ll 2 + 25b: Vi, W,) 一 > m Wi, W;2. 
i=1 并 
因为 
s 
(W, V) <0,6 >0,1<;=< 8,21 m (W,, W Z 0, 
了 一 | 
推出 
Ivie<tvoll?. 
于 是 IRK 是 BN 稳定 的 . 
定义 3.4 一 个 IRK, 若 满足 B2>20 及 M20, Wil uç IH, Ea = 
Runge-Kutta $ A ERA MER algebraically stable). 
容易 看 出 BN 稳定 一 AN 稳定 .事实 上 , 令 


vou = 本 (ma 
a 45 - 


Zatl = K(Ẹ) zas 


I ya zaa | SEKA | y, — za ll. 
因为 
|x, ~ Z+ fl < an, Zad 
那 末 
KCL) <1. 
从 而 ,对 IRK 来 说 ， 
代数 稳定 性 — BN 稳定 性 一 AN BEE. 


进一步 尚 有 如 下 定理 . 

定理 3.5 倘 使 一 个 IRK 是 AN 稳定 的 , 且 它 是 非 合 流 的 ， 
即 GEG. Aj , 则 它 必 是 代数 稳定 的 . 

证 明 先 证 ob, 0. HE 6, <0, S = -—c,e>0, A ji 
时 名 =0. 因 为 e= (I-A) ie, 其 中 


则 
oe bee 
—1 
1+ ea,’ 
显然 , 当 e0 taj. T 
IK(£) 2 — 1 =- 2b¢u? — (2b, — bije ui, 
当 充分 小 时 (注意 到 6,<0) 
tK(t}i-1>0, 

这 与 IRK 是 AN 稳定 的 发 生 矛 盾 ， 

再 证 MO0. 反 之 设 存 在 一 组 数 (ri ,rz。……,rs) 使 得 
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Wi = 


s 
D mr < 0. 
FETI 

I E = er; y -1, i=1,2,, 5,0 


u; = 1+ ple) 
H 
gle} +0, se—0. 
进而 
I K(£) 一 1=- 82, mjrirj | 1 + ple) t? 
一 一 25 mr; + 2’ OCe). 
当 e 充分 小 时 导致 


|K(t) 2 —- 1 > 0, 
再 次 与 AN 稳定 性 发 生 矛 盾 ,定理 3.5 证 毕 . 
从 定理 3.4, 定 义 3.4. 及 定理 3.$ 可 得 
定理 3.6 “对 于 非 合流 陷 式 Runge-Kutta 方法 ,下 面 的 命题 


是 等 价 的 : 
(a)IRK 是 代数 稳定 的 ， 
(b)IRK 是 BN 稳定 的 ， 
(c)IRK 是 AN 稳定 的 . 


52.4 多 步 隐 式 Runge-Kutta 方法 及 其 稳定 性 分 析 
考虑 如 下 二 步 Runge-Kutta 方法 
s 
Y= y, + hD alr, Yj) i=1,2,-.,S, 
jl 


S 
;= Yn-1 十 hafl Tj» Y), i= 1,2,7°,5, (4.1) 
j=l 
号 
Yarl = 《TI 一 ay, + A>) bf(7,¥;) + Byn-1 
gal 
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s 
+ ho Bf Fy, Yi). 
j=l 
其 中 = z, + Ch, tp tpit Ch, y, 是 真 解 y(t,) 的 通 近 值 , 
OSIL, b, D; ,dt 是 方法 的 系数 . 为 了 清楚 起 见 ,我 们 也 能 用 表 
格 的 形式 表示 方法 {4.1). 


Cr 8&1 4 wee ais 
C A Cz a2 a22 “a as 
T ED 
g b 
ar 
其 中 


s 

C; = Dray. 
显然 ,在 求解 y+1 仅 需求 解 (4.1) 中 第 一 个 非 线 性 方程 组 ,而 
区 (i =1,2,…,S) 可 以 取 前 一 步 计 算 时 的 量 ,因此 二 步 Runge 
Kutta PES AHAB Runge-Kutta 方法 相 比 没有 增加 额外 


的 工作 量 . 
类 似 于 前 面 的 B 稳定 、BN 稳定 性 分 析 ,我 们 也 认为 右 问 画 
数 满足 单调 性 条 件 : 
(f(z,y)— f(z,z=),y — xY <0, VEE RLV yz € RN. 
(4.2) 
JEM 4.1 BHE 
人 = flt.y), z € [2.6], (4.3) 
y(#o) = yo 


之 右 端 函数 满足 单调 性 条 忻 (4.2), [yi ee | RE 
任意 两 组 解 , 若 

l| y, — =, rn NP || yo + zo || + z, Ne || y- mill, 
其 中 ry +P ys q I rz: Pad, 是 与 = RN 无 关 的 非 负 常数 ,我 们 就 说 
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TEU DER X BJ RS. mS p, = p2= qi = g> = 0 NB 
广义 可 压缩 的 . 
定理 4.1 设 方程 (4.3) 的 右 端 函数 满足 (4.2), 方 法 (4.1) 的 
系数 满足 条 件 
1. B>0,B >0, 
Ë (1 - #)[BA + ATB] — bT 2 0, (4.4) 
3. øL BA + ATH] - p ë T SO, 
其 中 0&0 所 1,B= diagÍ bi, by," bls B =diag{ By, Brens 
,1 .于 是 方法 (4.1) 的 任意 两 组 解 1y,1 ,iz,1 必 定 满足 
|| ynt za l S fia) Il yo — zoll + gia) Il yi 
— sz | Yz 2 0, 
其 中 f(n),g(n)220 È f(n) +g(zn)=1 SHER 620 成立 . 
TERR 因为 jz,| 亦 为 (4.1) 之 解 , 故 


s 号 
za = (1 — Oxy + Daf) + Oona + 27 TCT, Zi), 
fel j=1 


(4.5) 


s 
Z = mth Dd afly.Z), i=1~S, (4.6) 
jal 


Z; = ma thd af) i=1~8, 
我 们 令 
Ve = Ya Tros 
Ve Yat — Zn-15 


W; = Afl Yp - hy(z Z), j= 1,2,-.,S, 
W = Af( ry, Y;) — hf( r;, Z), j= 1,2,°",5, 
V, = Y,-Z, f= 1.2.7.8, 


V. = Y,- Z;, j = 1,2,7,5, 
Vv 


= Pati 一 rtl. 


(4.7) 


. s s 
V= (1 - 0) V, + 0V, + DoW + 2; OW, 
j=l j=1 
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= U, + Uz, 


其 中 
Us = (1-8) s + Dow, jo Up = 0V; + EM, 
fl 
利用 三 角形 不 等 式 ， 我 们 有 
ivi do, + H Ul. (4.8) 
类 似 于 定理 3.4 的 证 明 , 也 可 证 明 
Iii Sa- al ved, (4.9) 
U2 || <l Yell. (4.10) 


把 (4.9) 一 (4.10) 代 人 (4.8) 得 
Ivi £a- eai val +e Voll, 


Bp 
l yari — te || S A A ll ye z. + tna Hl. 
(4.11) 
为 了 得 到 表达 式 (4.5) ,考虑 差分 方程 
fe = (1 — @)u, + @u,-15 (4.12) 
Ha 一 ll yo — ze | + M= Ilva — 23) - 
不 难 验证 
l yn z | <u,, Wa SO. (4.13) 
(4.12) 的 通 解 为 


un = Ci + C2(- g)”, 
其 中 Cu, Cz 为 任意 常数 ,但 用 (4.12) 中 的 初 值 ,可 以 确定 C, 及 
Cz, 它们 是 


— 0 | yo — zoll + ly — z, l| 
G= — or ， 


l yo- zol — I y =z Il 


C2 = 1+8 


把 它们 代 和 人 (4.13) ,得 
Ëy, — z, | & Fln) ll yo- zoll + g(n)| > — endl, 
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其 中 
fla) = [8 + (— 0)*]/(1 + 0), 
`g(m) = [1 — (— 0 ]41 + 6). 
不 难看 出 , f(n)220,g(n)20 及 f(n)+ g(n)=1.E38 4.1 HE 
H. 
对 于 线性 试验 方程 
y = q(z)y,Re(q(2)) <0,y € R, (4.14) 
令 
& = a(t. + CA), 
Ë; = gln- + Ch). 
用 方法 {4,1) 来 解 {4.14) ,得 


s 
Y, = y, + afj¥j, i=1~S, 
j=l 
=~ s — — 
Y, = mat 2765 Ë; j’ i=1~5, 
j=1 


5 
yaa = (1— Oy + h 27 BEY; + On +h BE; Yi. 
j=l i 


nm 
` 


0 Ë, 0 
Y¥=(¥)¥2¥,)7, Y = (YY f)". 
那 末 
yar = [1 — 0 + BCI — Ag) ely, 
+[8+ FTEU- APY lely,. 1 
= K(t£)y, + K ( £ yn- 
如 果 当 Relg (E0, A 
IK(t)I= 1-0,E 
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IRC IS, (4.15) 
则 
|z IS (1-—80)1yx, I+ 8 | yai l- 
利用 上 一 段 类 仆 的 证 明 技 巧 可 得 
定理 4.2 如 果 |y,1 是 试验 方程 (4.14) 用 方法 (4.1) 求 得 的 
一 组 解 ,K(8) 及 K( £ WE (4.15), 32 
1 y, Fn) 1 yo lt g(m) | yi l, 
其 中 fn) gl) SO. fn) + gr) =1 对 任意 的 n20 成 立 . 
上 面 的 定理 4.1 及 定理 4.2 的 结论 ,不 难 推广 到 KHAR 
Runge-Kutta 的 情况 ,详细 情况 可 参阅 文 献 [65]. 


§2.5 关于 IRK 的 适用 性 


用 IRK 去 求解 非 线 性 初 值 问题 
Pe = f(t,y), y(t,y) € RN 
y(t0) = xo, 
时 ,需要 求解 非 线性 方程 组 ( 匈 和 2.3(3.2) 式 ,那里 用 Y, AR yi) 
X: 一 ta + AS aafe), ¿= 1— S. (5.1) 
如 果 我 们 用 f, (y; RS Kaa WRG. DEER 


Y= m + hY agh) ， iíi=1-—S. (5.2) ` 
方程 (5.2) 之 可 解 性 与 下 列 方 程 一 致 ( 见 文献 [18]): 
y = s $ asfi) (5.3) 


这 节 , 我 们 将 考虑 更 一 般 的 问题 ， 即 方程 ( 见 文献 [19]》 
y; 一 $al) + Yb), i=1—-— S (5.4) 


的 可 解 性 , 令 - 
= (ay) € RS*S,C = (cs) E RMN, 
A MC 的 Kronnecker REMES 
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anl aaC … ay 
AG C = janl apC … aL], 
ac a gC nee aC 


aly af * aglin 
a, C = fe ajn `“ “en 
yon. agCN2 '' iCNN 
385.17] $ LAD Em RAF. In EN 阶 单位 阵 , 于 
E(LD)QIy = (LOI (DG) IN). HEME DL + LD RD 是正 
定 阵 , 则 (DL + LTD) In RDS In 亦 是 正定 的 . 


这 里 


令 
L = [4 B 
~ Lo Ig J’ 
AG I BO In 
z=L@In= | M LOLI 
此 处 


A = (ai)sxs:B = (hy)sxs- 
id 
y= iyiye), 
f(y) = AG OT Aly, 
gí») = CAETH AETI ey? 


x [Do 
afly) ] 
h?gly) 1 
y = (saya ow), i= 1.2.7.8, 


F(Y) = 


gi(y;) = (gayo. gala) 7 ga o £ = 1,2,- S, 
Fiy) = (Fah Saa fin a i = 1,2,---,8. 
a 53 . 


于 是 (5.4) 能 写 为 
Y, = #F(Y) (5.5) 
或 
M = Aer eq kaw ] 
Kgl) 0 Is@ In} lh? g(y)) 


在 空间 R25 中 定义 肉 积 


[x,Y]= zn) + PA 


(5.6) 
= X2Y. 
这 里 
X = (zi,zz "0, zəs)", 
Y = (yy yz) > 
a- [PO 9 
0 DO In 
D = diagld d... ds1, di > 0, =< i = S. 
对 应 于 (5.6) 的 范 数 定义 为 
Ixi =[x,x]. (5.7) 
RFFRP Rie 
(fla) Fu ED Wave RY = 1— S, (5.8) 
lag) -st < alus, |] Vu,ə € Be >0,; = 1— S. 
(5.9) 


对 于 条 件 {5.8) ,我 们 可 作 如 下 解释 , 倘 (5.8) 成 立 , 那 来 初 值 问题 
《1.1) 在 不 同 初 值 下 的 任意 两 个 解 U(z) 及 D (3 N Ule) 
-Ew =l UG —-A)-D(Ge-A)l. 
& wl R2NS w0, T i 
[Se ,wT = wow, 
Lw, Sw] = waw, 
因此 


(Se ,w] = wrt Faw. 


如 DL + LTD 是 正定 的 , 按 引 理 5.1 知 22+ ZT JEE IE SE BJ XK 
里 


假定 PL + LTD IRA ABA 
[Ye,wl>O, Vw € R2NS ¿o AQ. 
Pt EER Swe w]>0 4—0 we RTS , w0 成立, 从 
而 
min [giw,w] = 8 > 0. (5.10) 


wi =1 


定理 5.1 $ D=diagld,,d2,°--,d,),.4,>0,15i<s, f, 5 
g; WR ARE(S.8)~(5.9) 1S j<s. BR DL + LTD 是 正定 的 ， 


MRH 
o<a<,/28 (5.11) 


时 方程 组 (5.4) 有 唯一 解 . 
证 明 ”存在 性 的 证 明 . 令 
G(X) = SIX — F(X), Xe RM, 


于 是 
G(X) - G(0) = S!K — F(X) + F0), 


其 中 
vy 
A= | E = (zistas 2)", v3 = (EARTE ACTE ra ) l. 
vz 


从 (5.10) 及 (5.11) 知 
[G(X)- G0), X]= (¥'X,X] - [FCX) - FW), x] 


Z Bi x 2 k 226160) - 500). 2; - 0) 
s 
一 b> 14 (g (zi) 一 G10), 254; 一 0) 
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3 
SEIX -DG Myla) -a - lz. ol 
ji=1 
s 
= BI XH? ad, FC ll ay? + Wz; 17) 
j=1 


= {8— aA) dvd Il ay h? + (8 - Wo) $d, Il zee, UI? 
=x, (ë = 8- Ae). 
因此 
[G(X) - G(0),X -ôl > A, l x || 2. 
从 Schwartz 不 等 式 知 
(GO), x]=- {Go| - IXI, 


kK 
[G(X),x]= a, ixi- [Gd - [xi 
= (XI, l xi - lea. 
于 是 对 YE RAS, || X || Z || GW) || Z8, , 82 
[G(X),x]> 0. (5.12) 
4 OANE RN a> 1. 8X4 
H(X) = X- G(X), 
A 


[AX — H(X),X]= [( -1)X + G(X), X] 
= {(a -1)X,X1+ [G(X),X] 
SCA -1)X,X] > 0, 
FA: 4—8 || x |! Z l! G0) || Z, , H( X) AX .  Schauder 不 
ake 62] ,万 (X) 有 不 动 点 


X" = aE Ix? 1 < 1G) Ia, 
U2 
使 得 
H(X*) = X* = X* — G(x"), 
即 


G(x") = 0, 
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x" = F(X"), 


ul = AAD Inflol) + RBO iglo), 
vy = A? gluy'), 
MEE BEX & X FES. 5H 
0 = X - ¥F(X) = X —#F( X), 
则 
Bl x - X |= Xa, la, - = 12+ ada, lz 一 到 


< [v(x - X),xX - X] 
= [F(X) - F(R),X— X] 


s 
=A D1 (fla) 一 万 (五 ) 本 一 五》 
s 
+ h7 D d; (g; (z) 一 EA 一 E jas? 
s 
<a? Dd; l g; (=;) 一 gl T) Ii “ lI Ts+ 一 Z+; ii 
j=l 


s 
< Wa/2 >) d;( lay ~ Hj ll? + Wey Z, WO 


<A? 2 X-X ||2, 

25 oh? < 2p 是 矛盾 的 .定理 5.1 证 毕 . 

从 定理 5.1 看 出 ,只 要 >0 充分 小 , 那 末 方程 (4.4) 解 的 存在 
E— tE, A 没有 多大 限制 .对 z=0, 此 时 可 以 证 明 方 程 (5.4) 变 
成 {5.3) ,能 和 否 得 出 结论 当 DL + L'D>0, f.1Sj<s 满足 单调 性 
条 件 (5.8),({4.3) 的 解 存在 唯一 ? 这 个 结论 是 对 的 , 它 由 Spijker 
在 1983 年 给 出 : 

定理 5.2 & D=diagidi dzs sd EEE, S= AQIN 


当 DA + AD 正定 时 ,方程 
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y = Fly) (5.13) 
有 唯一 解 .其 中 
y= Oot ats), 
F(y) = (AGW 7. aD CTY, 
CFC) ~ filo) -v L0, Yu,v E BIS < S. 
方程 (5.13) 写 成 更 明确 的 形式 便 是 
s 
x = Dafi) 1<i=<s. 
这 样 ,我 们 可 把 定理 5.1 着 成 是 定理 5.2 的 一 种 推广 .定理 5.2 的 
另 一 种 形式 的 推广 是 所 谓 IRK 的 D 15 HFE, HER BREE 
理 5.2 中 的 条 件 : 


Safe) —f:lo),u — v} <0, Yusu € RN 
i=l 
改 为 . 
Š 
D dg (fil ui) — filmu — 0) <0, Vaz, vu € RN. 


EB (dy) = D 是 正定 阵 . 那 末 可 尼 证 明 , 当 DA + ATD 正定 时 , 方 
程 (5.3) 有 唯一 解 .详细 可 参看 文献 [18]. 


第 三 章 BDF 方法 及 块 方法 
§3.1 451m 


标题 中 出 现 的 两 种 方法 , BB BDF (backward differentiation for- 
mula) 和 块 方 法 (block method) ,前 者 是 -一 种 特殊 的 线性 多 步 法 ,后 
者 亦 可 看 成 是 一 种 RK 方法 ,但 由 于 这 两 种 方法 更 加 实用 , 列 出 
本 章 如 以 特别 研究 是 需要 的 . 

众所周知 ,对 于 线性 包 步 法 

plE)y, = hal E) fas 

HP E 是 平移 算 子 ,Ey = Yari ya (te), RHEE A 38 
定 的 ,其 阶 p<s2. 有 人 认为 ,4 稳定 的 要 求 太 高 了 ,只 有 低 阶 的 线 
性 多 步 法 才 有 可 能 ,因此 ,1969 年 ， Gear 提出 一 类 实用 的 所 谓 Stiff 
稳定 的 方法 . 


W 3.1 


G = |h: h € D, Rh € Dy}, 
其 中 
= lh € C: Re(h) >- a, | Imh) IS 5| , 
D, = |h € C7: Re(h) <- al, a,b > 0. 
定义 1.1 ”如 果 线 性 多 步 法 的 稳定 集 S 满足 
S2G, 
那 末 就 称 此 方法 是 Stiff BER. 
下 面 我 们 设法 导出 BDF 方法 及 其 修改 形式 . 


$3.2 BDF 方法 及 其 改进 形式 


S D 及 FE 分 别 表 示 微 分 算 子 及 向 右 平 移 算 子 ， 
Dy(z) = y'(z=),Ey(=) = ylz + h), (2.1) 
而 立 表 示 向 后 差分 算 子 
Vy(z) = ylx) — y(z= — h) = (I-— E l)y(zx). 
那么 
V=I-E1lE1=<=I-V. (2.2) 
设 f(z) 是 充分 光滑 的 函数 , 则 
1 


e DA(z)=(I -kD+ +r ye =) f(z) 


= fl2) “Af (2) +9 ih? (z) GOS (a) + 


= flx—-—h) 
=E !f(<=) 
=(I-Vof(z). 
鼓 
AD=- log(I — V) (2.3) 
= + 十 V2+ 二 wa+ 
a2 {Si lyp 
- (Tv) (2.4) 


(> me v) 


=V- > G DV 
我 们 考虑 一 类 特殊 的 线性 多 步 法 . è LERES 
hfore + ahfpes-1 = RDE*ya + haDE* ly, 


Sia- Eye 
ala -ED - È gyt E] 
~ PE Lig py 


a[i -E D-E Gp Ai -E EY ]],. 


整理 后 得 
hfark + ahfark-1 (2.5) 
(1+a)XI- E 1) 
+> f ij 一 ETY |Ess.. 
j=2 
我 们 把 上 面 的 包 步 法 写成 如 下 形式 ; 
plE)y, = he(E)f,, (2.6) 


其 中 o( 6) of) 由 下 式 确定 : 


p(s) = #|G +a 一 6 +t - F Ja - ey | 
a (8) = ë + a. 
(2.7) 
当 a = 0 时 , 称 为 BDF 方法 或 Gear 方法 ,a 了 0 时 称 为 MBDF 方法 
( 见 文 献 [61]). 


定理 2.1 设 -1<a<1. 若 是 p(#5) 之 实 零 点 , 且 EA, M 
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0<<e<1. 
证 明 把 (2.7) 中 第 一 式 改写 为 


KDa- Parod Hi) 
= #(1-t)e, 
FE) = KEPED je- 4 


可 以 看 出 $=0 不 是 pt 之 者 点 . 那 末 EAL 的 实 和 零点 全 部 落 入 
AOS RRA. 作 变换 


其 中 


Z=1 -4 , (2.8) 
乒 全 经 变换 后 仍然 记 为 f(z) 
fa) = (te) + >) +h- 29 


变换 (2.8) 把 & 平面 上 的 单位 加 内 部 映射 为 z 平面 上 图 | = 一 1 
= 一 1 的 外 部 .在 (2.9) 中 注意 , 当 -1<e<i 时 ,有 
l+a>0, 
F +(1-724)> 04 = 2,3,…,k. 
Be F(z) 无 正 实 根 .车 p( 4) = 0,641, 00 F(z)=0. 由 (2.8) 知 
0< é<162<0, 
Fuk ay A, (6) 2 SF AE O< <<1, 证 毕 . 
由 于 aE( 一 1,1) 时 定理 2.1 的 结论 不 再 成 立 , 为 了 保证 方法 
的 零 稳定 性 ,在 MBDF 方法 中 取 aC ( —1,1). 在 文献 [611 中 可 以 
找到 对 各 种 参数 a 的 p(&) 的 系数 表 及 a = 一 0.8 时 方法 的 绝对 稳 
定性 区 域 ,并 可 看 出 阶 p = k 时 的 稳定 性 区 域 正好 与 Gear 方法 
(a 二 0) 中 阶 p= 一 1 相当 ,所 以 MBDF 方法 有 较 好 的 稳定 性 . 
BDF 方法 的 田 一 种 改进 是 引进 两 阶 导数 的 履 正 项 ， 


Paps = 上 FE 二 at (2.10) 
i 
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文献 [52] 中 称 为 DBDF 方法 且 有 详细 的 推导 ,并 指明 ,适当 选择 a 
HARNA k+l, 且 绝 对 稳定 性 区 域 比 相 应 的 Enright 的 二 阶 
导数 法 要 好 . 

对 于 实际 使 用 ,MEDF 方法 中 下 =4,a = -0.8 是 值得 推荐 
的 ,因此 时 方法 几乎 是 A 稳定 的 .如 果 y(z) 的 二 阶 导数 F 是 容 
易 求 得 的 , 那 末 上 有 =4 时 的 DBDF 方法 (2.10) 也 是 值 每 推荐 的 , 它 
有 较 好 的 稳定 性 及 阶 p=5. 


§3.3 BDF 方法 的 Nordsieck 表示 


从 线性 多 步 法 的 结构 容易 看 出 , 当 计 算 到 某 一 步 需要 改变 步 
长 疡 时 将 遇 到 麻烦 ,因为 前 面 计算 好 的 节点 上 的 值 将 无 法 使 用 . 
Nordsieck 表示 将 有 利于 步 长 的 改变 .我 们 用 一 个 简单 例子 阐明 这 
种 表示 及 其 应 用 . 

我 们 考虑 Gear 三 阶 公式 


18 9 2 6 
Yari = J] Ie Tp- T j1 teh (3.1) 


我 们 构造 一 个 三 次 多 项 式 
p(x) = ar? + Brz 二 cz 十 过 


使 得 , 
Plog) = yn» Czn = nh), 
PCan) = fas 
P(zn-1) = yas 
D(2_-2) = y,-2 
为 此 令 


pla) = y, + (z — nh )f, + G CC y, 


一 nh 
+ ash f, + asya + G4ya-2) + (By, 


十 B,Rf, + Bsya-1 + Bayn-2) ` 


显然 
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Pzr) = y,, 
b (z,) = fas 
再 令 
Plt) = Yato 
bl 2,-2) = Yno 
便 可 设法 求 出 a, 8,14. RA p (2) 


pr) yn + (z hf, + Sa _ Ty Bay, 
一 3 
+ eo 1, + baf, 


1 
+ 2¥,-1 一 Gonz} PE 


十 Ys- 一 gona): 
另外 ,az) 又 能 展开 为 Taylor RB 
pla)= plan.) + Ca — ah) p Cay) + 去 (z — nh} p (m, D 
+ a(x — mh Poan) . 
比较 上 面 两 式 之 间 同 次 敌 的 系数 得 
h? > = z 3 1 
2 È (z,) 一 {- 4 >a + > hf, + 2y,-1 一 Faa- (3.2) 


3 ww 1 1 
Ey 《zw) = (- 35, + hfs + YT Ja). (3.3) 


令 
6 
wi ! 11 
Youur 一 Vat ， _ 1 , 
Yn 
Yn- 0 
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le 
la 


u 9 "Tn ii 
B= 0 0 O 0 
1 0 0 O 
0 0 1 0 
(3.1) 
Yn = BY, + hf, I C. (3.4) 
AS 
Ya 1 66 0 
hy, 0 10 0 
|k, -| 7 
Z, = ea T=|-7 32-4), 
B? m -2 1, -i 
r 4 2 4 
由 (3.2),(3.3) 式 得 
Z, = TY,. 
ny 
Zan = TY, (3.5) 
= THY, + hfa TC 
= AZ, + hfc-+4L + 
这 里 
6 
11 
1 
A=TAT', L=TC=/6 
H 
3 


11 
《3.5) 式 便 是 3 Br Gear 方法 的 Nordsieck 表示 法 .在 使 用 线性 包 步 
法 求解 微分 方程 时 ,往往 由 于 中 途 改 变 步 长 而 使 得 以 前 存 情 在 节 
点 上 的 值 不 再 是 新 的 节点 上 的 值 而 无 法 使 用 .在 Nordsieck 表示 中 
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由 于 使 用 了 插值 而 不 再 发 生 此 类 问题 . 
Nordsieck 表示 的 另 一 个 用 途 是 便于 使 用 Newton 迭代 来 解 
Yni- È 
fo = fray), 


ZĘ = AZ, + hfl L, s = 0,1,2,---, (3.6) 
gli = AZ, + WEE, s=1,2,°, (3.7) 
于 是 
Ziad = zU) + acid, — plaque. (3.8) 
HNE aR 3⁄2 
FIZO = hfizh ~ hfl. 
SOR ERR , NI 
 F(ZI2]) = 0. 
f 
ZU = ZM + oL, 
则 


F(z), + oL) = 0. (3.9) 
我 们 设法 用 Newton 选 代 法 来 解 w. Newton 方法 为 


-1 
WHH = wl — (S). PA +alslL). 


EEG. AGDER B 的 第 二 行 元 素 为 零 ,可 知 
ytd, = aft, 
从 而 
io]! 
st di, Fil _ 0) + wls} 
wbt = wy (a ay? 1,0,0) 5 F(Z), 4 olL). 
ty 
Est PRE L amzina Newton HRA: 
Zia = gis - GF E Ly 1AF(ZU]) + w ILL, 
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其 中 


#] 
GEL) = (ton E af _ n). 
对 于 Nordsieck HRE- EHER, R 可 参考 文献 [78] #+# KB 3 
述 . 
§3.4 WARAH 
E ty Shy (2) RUA >, BOR A yno Yatta 
noe) JKR KB Ah E A. 1969 — 1972 年 间 , Shampine 及 


Watts 提出 一 种 简单 的 块 方法 . 
考虑 如 下 线性 多 步 法 的 集合 


afya = ade pt Sick. (4.0 


j= 0 


A = (af) Dare „E = C8 axe sl Sige, 

a= Caf? a, ah, yT, 

5 = (APAP, BPI? 

Sari = (Sari Jaa" fas), 

Zark = (Ynti Pat" s Park)! 
RUSE Tr EAR 39 

AZ 十 ya = ABS +k + hf, 6 (4.2) 
即 ， 
Zark 二 一 A-lay, + hA Bf sea + hA be, (4.3) 
由 于 每 一 个 线性 多 步 法 是 相 容 的 , 那 末 
p(l) = OSAK =— a, 
ae pi(&) 是 第 i 个 线性 多 步 法 相应 的 第 一 特征 多 项 式 , ?= (1, 
1)T. 


那 未 (4.2) 能 改写 为 
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Zark = ky, + hBf.., + Afb, (4.4) 


其 中 
B= AB, = A`. 
+ 
LUZE + kh);h]= Z(t + bh) — k9y(z) (4.5) 
— BZ’ (t+ kh) — hy (t)b, 
其 中 . 
Z(: + kh)= {ylz + A),y(t +2h), (4.6) 
-yt + RAT. 
4E (4.5)F Zz t bh) Re Z (z + RADE z SEER Taylor RH: 
LI Z(t + kh)sh]= doylt) + dyhy (g) + (4.7) 
+ djy (+) + =, 
> 
r= (15,25, kT, $ = 0,1,2,°"", 
则 
Z(t + bh) = y(t)k°? + Fay a) +> = + Beye) +=, 
Z(t + bh) = y CR + Ahly’) 十。 = + Brey (2) +o, 
海上 面 两 式 代 人 (4.5) 然 后 (4. 力 比较 h ZAR, 
一 0, 
d, = k! — me - 6, 
s+ l nr: = 
d, 一 (s + Gap 1 一 Bk " s = 1,2,---. 
AEA RHA A k + l. 
d, = d, =" = dz = fdg Æ 0, 
即 


H = k! — Bk’, 
ket = (s+1)Bk, s = 1,2,.,k. 


把 (4.8) 中 第 二 式 写成 矩阵 形式 
CP i) = (2BK1 3Bk2 ... (k + DK). (4.9) 


> 
K = (klik? Rt}, 
1 0 
Ay 一 2 中 
0 Ë 
2 0 
3 
A+ = , 
0 k+1 
BRA 
Ade = ke, 
《4.9) 能 改写 为 
AK = BKA» 
或 
B= AKA; hK, 
其 中 
1 í - 1 
22 2 
K = ? : : 
k k Be 


JA TT BAY, Pe BE — We RERA (4.8) 5 — SOR b. it 
方法 的 误差 常数 定义 为 
disz = Tp egy ke? — (k + 2) BRE). 
定理 4.1 l 方法 (4.4) 是 收敛 的 , 收 化 阶 为 志士 
下 面 我 们 讨论 方法 (4.4) 的 数值 稳定 性 . 为 此 用 (4.4) 去 求解 


试验 方程 
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y (z) = ay(t),Re(a) < 0, 


得 
De = Ky, + ABZ nan + hy,b,, 
故 
Zare = CE -RBY (K? + BB) yy. (4,10) 
ath) = (I - RB) ICK? + hb), (4.10a) 
c(h) = (Ch), 60h), &(A))7 A = ab, 
则 
Lark = hans 
以 及 


Jar = GA), = [SCR) LS a] y 
yy 
显然 ,此 方法 在 无 处 为 数值 稳定 的 充 要 条 件 为 
| & Ch) I< co， 
1&(h) I< 1. 
因此 其 稳定 集 可 定义 为 
S= fhi AOIL, | &(h) I< 11. 
下 面 将 进一步 明确 函数 z (有) 之 表达 ,由 Cramer A, z (p) R 
表示 为 


k 4 
(h) = 2 ph: 72; rh’. (4.11) 
把 (4.11) 代 人 (4.10a) ,比较 六 CES 
Po = roko, 
P, = BP; + rk’ + ri-ib, Isisk-i, 
一 BP, = rb. 


用 归纳 法 可 证 得 
P; 一 Sin st. 
r =n 


定理 4.2 [6] 4 
plt) = (z —1)(£ — 2)== (z — k), 


r; = (k — i + De® (OAR + 1) , 
我 们 用 


PE = Se KASH) = (4.12) 


表示 P, 的 第 个 分 量 , 则 有 如 下 
定理 4.3 [9] n Be; 定义 于 (4.11) 及 (4.12) 则 
r; = (— 1)iz; 27-0,1,---,2. 
从 表达 式 (4.11) 中 的 最 后 一 个 分 量 得 


aG) = SD ri = PGD7QG). 


i= 0 
定理 4,4 HAT C 内 无 零点 , 则 方法 (4.4) 是 A 稳定 
的 . 
证 明 因为 Q(h)T C 内 无 零点 , 故 
I&6 (A) ico, AEC, 
及 PRQ Co 内 解析 .再 由 定理 4.3 知 
1 PGy) | 71 QGy) t=1, 
其 中 yE(- 90,00) i= T. 
Jim IP(hk)y/Q(h) I= 1, 
按 无 界 区 域 的 最 大 模 原 理 知 
IP h)/Q(h)I!< 1, REC, 
故 
SDC, 
即 (4.4) 是 A 稳定 的 .定理 4.4 证 毕 . 
Shampine 等 人 证 明 , 当 R<8 时 ,(4.4) 是 上 AEN. 


83.5 不 等 距 块 方法 


TRE Ac, ERE n yns BOR DL  t.4;= sz, + añ 
g . 71 - 


上 的 近似 值 ,其 中 mi 天 (847 )0< ak 1S pk 为 任意 实数 ， 
为 此 令 
a= 《as as af), s = 0,1,2,--- 


代替 人 和 3.4 PR AS 


a 0 
Ay = K ， 
0 ay 
2 0 
0 k+1 


与 上 节 一 样 3 T HES p+ 1 24.9) ARTS 
(a2a9-al!) = (2Bz1,3Ba2,.-., (Ë + 1)Ba*) 


及 
B = AKA, K", 
其 中 
K = (ala? at) . 
此 方法 的 误差 常数 为 


人 一 qali” 一 Ck + 2) Ba**"]. 


§3.6 使 用 高 阶 导 数 的 块 方法 


$3.4 YHH R 块 《 即 去 的 大 小 为 &) 时 方法 的 阶 至 少 可 达 
k+1(Shampine 曾 指 明 , 当 上 为 偶数 时 ,方法 的 阶 可 达 此 +2). 实 
际 使 用 时 , 不 能 很 大 ,因为 最 后 求解 非 钱 性 方程 时 ,方程 的 阶 比 
用 线性 狠 步 法 要 扩大 点 人 悦 , 文 献 [63] 中 提出 使 用 高 阶 导 数 的 块 方 
法 ,其 阶 至 少 可 达 kL 7, 这 里 ! 是 方法 中 使 用 的 y(z) 的 导数 的 最 
高 阶 , 例 如 ,7=2, 下 =2, 那 末 收 敏 阶 可 达 p=6. 

R- : 


直接 写 出 这 个 方法 


Z, = ky, + Deasep + Dafoe, (6.1) 
其 中 
B, = (Of Dexa bs = (Of? 09,689)? ,5 = 1— 2, 
Se = CARL At ATs = 1.2, 1 1. 
为 使 方法 (6.1) 的 阶 达 kl + 1, 
加 三 四 三 二 Dr 天 0 
类 似 地 可 得 
d,= ki/s! — Bik IAs 一 下 一 … 
— Bk! — BK’ - b, = 0, 
=1-i, 
dm = k” /m! — Bik” (m — 1)! — 
— Bk” iAm — 1)! = 0, 
m = I +1,i +2,---Bi + i. 
先 由 6.2) 中 第 二 式 q, =0, 设 法 求 出 Bi1,B;,-… ,Bi, 然 后 代 
大 第 一 式 求 出 br,b2,'", by. 
定理 6.1 设 方法 (6.1) 之 块 大 小 (block size)28 下 ,使 用 的 最 
高 阶 导数 的 阶 数 为 !, 则 存在 唯一 的 系数 矩阵 Bl,B2,…, B, 及 向 
Ebi, bg," by 使 得 (6.1) 的 阶 为 p=ki +i, 
证 明 这 个 定理 的 证 明 是 繁杂 的 ,不 失 一般 性 ,我 们 就 上 =2 
及 任意 的 来 加 以 证 明 , 而 证 明 的 技巧 也 许 是 有 用 的 . 
我 们 在 (6.2) 中 令 dm =0,m=3,4,°°,24 +2. 其 矩阵 形式 为 
3k24k3.-.. (2k + 2yk2k+1 
2 - 3k!3 - 4k2---(2k + 1)(2£ +2)k” 
= Ci tee tere, 


(6.2) 


(B, B2) 


简写 为 
(B,B,x)X = (k3kt--.k2k+2). (6.3) 
为 了 征明 定理 6.1 HAR, AE XR. RS 
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看 出 


detX > Odet X +0, 
其 中 
~ klk- k 
 [2kl3k2..-(2Ë + 1)” 
我 们 来 证 明 


Xz = 0 (6.4) 
只 有 和 零 解 . 设 工 = (21,00, +t)? Jš (6.4)858 DRAA 
成 向 量 的 形式 


1 1? 12 
2 2k l. 
Ti : + x2 7 +t, * = 0, (6.5) 
k BE? Bp 
1 1 12 
z 2k 
22, + 3x2 > + (2 十 Lara, 2 = 0, (6.6) 
k k? k% 
命 史 项 式 
FU) = ryt + maf? + + rat. 
H (6.5)38 
fG) = 0, 1=< j =< =k. 
再 命 
a(t) = (ef) = ef Ct) + f(t). 
Ht (6.6) 31 


g(j) = jf G) + JG) = OF (z) = 0, ISSR. 
说 明了 7=1,2,…,8 Bf OSLER, Be fF(0)=0, 则 F(t) 有 
2 + 个 零点 , 故 C2) 0, HERD z =0, 112k. EME. 
下 面 我 们 来 讨论 (6.1) 之 数值 稳定 性 , 即 ,在 什么 条 件 下 它 是 
A BERT? 
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与 $3.4 一样 ,我 们 用 (6.1) 去 求解 试验 方程 
| y(t) = ay(z), Refa) <0, 


y(t0) = yo, 
得 
Z, = (1 — DIAB, ) (K? + DT, )y, 
s=1 rel 
= tlh) yn, 
其 中 


zih) = (š, (h),& (h)... &(h))T 
起 a 
= Špa] Èr, 


其 中 P. 为 上 维 向 量 ,r; A, A SAh. 
定理 6.2 [6j 设 方法 (6.1)? 的 阶 卫 = bi + L, Wj 


p= rks, OKKH, (6.7) 

s= 0 
ru- = (s tas + 1-1)--: (s + Do (Aa + 1)! , (6-8) 
PP = (C i, Oi Se. (6.9) 


这 里 
pir) = [tz —1)(z= 一 2 一下) 
这 个 定理 的 证 明 过 于 繁杂 ,可 参考 文献 64] . 
利用 定理 6.2 的 结果 ,不 难看 出 


SO Dri 
&@) = =“ (6.10) 
和 


其 中 x; 由 (6.8) 确 定 . 
为 了 证 明 (6.1) 的 上 4 稳定 性 , q H iq RE C B| s (n)! 


BE 
<<]1, 按 定理 4.4 HIE. SHI h € C Bf D) r0. 
r =Ü . 
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定理 6.3 1 如 果 方 法 (6.1) 的 阶 P= kit, NM 
i=1, k=<8, 
[=2, &<5, 
[=3,4 k<3, 
5<i<i0, 大 二 2， 
121, k=l, 
时 方法 是 A 稳定 的 . 
这 个 定理 的 证 明 过 于 复杂 ,我 们 没有 办 革 全 部 介绍 给 读者 ,但 
证 明 的 思路 是 简单 的 ,只 要 设法 判定 (6.10} 的 分 母 在 左 半 平 面 内 
WAS ASIA]. Horwitz 定理 ( 见 文 献 [64]) 可 用 来 判别 实 系数 多 
项 式 在 左 半 平 面 内 是 否 有 零点 . 、 


83.7 块 8 方 法 


这 一 节 , 我 们 将 细致 地 介绍 所 调 撕 8 方法 , 它 有 较 好 前 稳定 
性 ,又 不 需要 使 用 高 阶 导数 ,是 一 个 很 有 潜力 的 方法 , 它 与 
Shampine 提出 的 抉 方法 相 比 ,计算 时 需要 前 面 的 几 个 {上 个) 初始 
值 ,才能 起 步 . 
考 虚 解 常 微分 方程 初 值 问题 的 8 方法， 
Yarl = Xa t ORF stir Yari) + (1 — OYhfltnsYn), (7.1) 
其 中 OSII. 
6 方法 看 上 去 十 分 简单 ,但 对 精度 要 求 不 高 的 问题 是 十 分 有 
效 的 . 当 9= 士 时 是 梯形 公式 ,是 A 稳定 的 线性 多 步 法 中 最 好 的 . 
我 们 先 形式 地 模仿 (7.1) 给 出 
Za = Z, + RAF(Z+1) (7.2) 
+ (1 — @)ABF(Z,), s = 0,1,2,0 
其 中 
B= (Bip ax» 
Z, = (ya Vt) 
Zeer = (Yati TRL Yaak) > 
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F(Z.) = (fa-fasie "s farra) s 
F(Z) = (ftps fares Sevan)? 
va 一 St 
fn = fts Yn) 
4533.6 PAROLE k o 方法 147.2) 的 阶 为 请 的 充分 必要 
条 件 为 
do = dy = = d, = Gdp Z 0. (7.3) 
其 中 
dy = k?) - kG = 0, 
dı = kl — OBR? — (1 — @)BRE — kb, 


(7.4) 
其 1 z1 d; 
d, = 一 全 98， 
j = Lop 
注意 到 {7.3) 及 (7.4) 能 写成 矩 阵 的 形式 
H, = BX,, (7.5) 
其 中 
= [kl — kha} — ke, 一 kg], 
ki = (CR +1), (2 — DOT, 
ki, = (W... (Ë 一 1:57, 
X, = [Ok] + (1 — 0)k0,26k] — 2(1 — 0)k0--`, 
port! — p(t ~ 0)kË 1] 
定理 7.1 931 上 & 维 块 9 方 法 (7.,1) 之 最 高 可 达 阶 是 
1 
k k=1, 045, 
pe =Jk+1 k=1, O=4, (7.6) 
Ë kie2, OLSI 


证 明 34 psk, FE H, RX, 是 可 逆 的 ,这 个 结论 的 证 明 类 
. 7. 


似 于 定理 7 了 .2 的 证 明 . 此 时 挨 8 方法 的 阶 至 少 是 上 .对 于 =1, 结 
论 是 已 知 的 , 即 


3 E222 BF, H, 的 列 , 张 成 线性 空间 RE , 即 存在 唯一 向 量 a = (ay, 
azs sa)" ,使 得 
it) kh = Hya. (7.7) 
JA (7.7) Ak KEMA pe Gk PRE pp =0,1,---., Ë 
一 1, 基 中 
p(a)= (k + ptl — ale +a)- A] (7.8) 
— agl(k + 2)? - 2] 一 … 
— a [Ck + p) p]. 
如 果 方 法 的 阶 是 +1, 于 是 d= d+1=0, 即 
kat) — BY) = (ë + HXP A — (1 — 0) KG). 


再 从 (7.7) 得 
(k + 1)[6ki + (1 ~ ORR] = Xo. (7.9) 
构造 多 项 式 
qtp) = (k + OR + p+ (1 — 0) ] (7.10) 


— ai[0(Ë + p)? + (1 — 42°) 
一 azs[28(k + z) — 2(1 — fje] 一 
— ak[R0(k + pA + kRO — 0) "1]. 
ATDA, EA k AABAA = 0,1,---, Ë — 1. FREER 
DUDE a.) HERRERA 
plp) — kolp) = 0. (7.11) 
令 
A(z) = (k + p- A — (k + DE[8(k + n): + (1 — 0) ], 
hila) = kilak + pY + (1 — 0) 1] — (E + ay — e], 
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j = 2,3, n,k. 
于 是 
P(e) — kale) = Ae) + azkatu) + + ay (ye). 


DHIA, he) £= 1 REM, ti ale) Ej -2 次 多 


项 式 ,j =2,5,0° h. FE Ahx(#),bhs(u)," sig (aCe) 
线性 无 关 . 

Gi) 4 O=, AEk- KAM, how )=D, Aj (a) Gx 
PRAVE j -3 KEMA, FRAC) ald th UOA 
YX. 

于 是 
pe) — kale) 0. (7.12) 
19.07.12) 507. 1D) 2 JS BJ E 7.1 证 毕 . 
定理 7,2 fie He ROARK RBH B.W B 的 谱 


s[B]= ki. 
证 明 由 (7.5) 

B = HXi’. (7.13) 

HAC o[ B) IREE THO, IB 
Br = ax (7.14) 

或 

H,Xx!z = az. 
$ X; r= =z,Z= 和 rz. 于 是 (7.14) 等 价 于 

Hz = AX, 
或 


(AX, 一 H,)= =0, 
其 中 X={roris TF JTC Ct. 
构造 多 项 式 
glee za(à — k) + 2 (230(# + h) + 2A(1— Oye + yp? 
— Cp + k)2)+ = + a GO + AY + JAG — Bp! 
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tt — (Cp te) + xpi (eae + RY RACO Opt! 
+ pt (u+ k). 
BR z(a) KK BR k 1. BB AAR, IACT.15) BRC7.16) BB 
够 看 出 ,0,1,…, 上 一 1 是 g(pg) 之 零点 ,从 而 o(2)=0. 因此 
zo = zi = "*= z-i = Ü , 
即 
detlAX, — H] 40, 
而 当 À — Ë PJ , SBE 
det[AX; — H; l = 0, 
所 以 o[B]= E]. 
定理 7.3 ME k Eo TERG p, ELB]. 
证 明 因为 X, É H, 的 第 一 列 分 别 是 e Bike AE e= (1,1 
"DT. 29 p 之 1, 由 (7.5) 知 
Be = ke, 
定理 7.3 证 毕 . 
ATA k Bik 阶 块 8 方法 的 数值 稳定 性 , 我们 用 方法 
{7.2) 去 解 试验 方程 
y (t) = Ay(1), Re(A) <0, 
导致 差 分 方程 
(I - @hB)Z,a = (I+ (1 — 0)kB)Z, 
或 
Zi= (I — kB) (I + (1 — 0)hB)Z, 
= [(I ~ AB) CE + (1 — OhB ]'Zo. 
ABA limZ, =0 当 且 仅 当 
(I-@hB) I 存在 ， 
pl(i — @B) (1 + (1— @)AB)] < 1. 
RE h = Ah, pl MRTE M WREE. 
如 果 z 所 a[B1, 那 末 用 谱 映 但 定理 知 
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go(x hk) = 1+ O— Bhs 
EEU- ORB) (I+ (1-9) RB) OE. 
FRI. DEA 稳定 的 充 要 条 件 为 
maxi l g (z,h) 1:z € a(B)] <1 


对 任意 的 有 EEC- 成立. 
定理 7.4 $F Ot, WIR 9 方法 为 A 稳定 的 充分 必要 


条 性 为 
[B] |x € R:x > 01. 


证 明 4 <0<1, MTB S 1.4 中 的 讨论 , 易 得 
max] | gs(z=,h) liz € o[ Bl,z > 0} <1 
WHER h, RelA) <0 成立, 从 而 ol BIClc € R: z SOM RE 


AREK. 
叉车 eC ol Bl ee seR: z>01[. Wm) = = ve, 下 一 


rien IK H. 9540, 2 < gy < BR i= Ti RREN p 可 使 
2 2 


得 Re ch) >0, 从 而 对 部 分 万 会 有 
| glz, A) 1221. 


定理 了 .4 证 毕 . 
由 定理 7.4, MIKKI Bl, z 维 块 0 方法 (7.2) 都 是 A 稳定 
的 ,因为 of B)= tk}. 
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第 四 章 ”线性 延 了 时 微分 方程 的 数值 解 
$4.1 引 离 


延 时 微分 方程 (delay differential equations) 有 时 也 称 微 分 差分 
方程 (differential-difference equations) ,在 许多 实际 问题 中 出 现 ,如 
种 群 的 繁殖 ,人 口 的 增长 ,控制 论 ,电力 网 络 中 的 能 量 损耗 ,神经 网 
绪 等 等 .在 数值 处 理 时 ,以往 有 许多 学 者 认为 与 党 微分 方程 数值 解 
没有 区 别 , 实 则 不 然 ,例如 要 数值 地 求解 

y (z) = ay(t) + by(z — r) t>0,r>0 (1.1) 
y(t) = plt) t < 0. | ` 
{EE BUR EK S h>0,r, = nh, ya yl RARE + 
问题 , 即 2, 一 zr 不 一 定 在 数值 解 的 节点 上 .我 们 用 8 方法 
Batt = Yn + ROFL taste dart) +A(1- O) Flin Yn) (1.2) 
SOR. LIBR BA HB: 
att = Yn + BOL ave + EYntl-m+al - (1.3) 
+ hl 0)[ay, + by,-=+a1- 
KH(m—-Hh=7,c>0 为 常数 延 时 量 ,0 所 <1. OR a =0, 
递 推 公式 (1.3) 可 以 一 直 进 行 下 去 .如 0<3<1, 那 末 (1.3) 式 无 法 
进行 计算 .为 此 必须 进行 插值 . 
令 
Un = yp-m+1 + (1 — HY yn-m; (1.4) 
Unt = Oeti-met + CL — 8) ¥n+1-m- (1.5) 
(1.3) 2028 k 
dns = Xa + h0[ays+i + bvnt] 
+ h(1 — # Lay, + buy]. 
将 (1.4) 及 (1.5) 代 入 上 式 得 
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att = ys + ROL ay + Cyne + (1 — BH) yr1_m)] 
+ ACL — 0)[ay, + BC Syptt-m + (1 — 9)y,- a 1]. 
£ @=ha,b=hb, EREA 
(1 — @) yar =[1 + (1 — aly, (1.6) 
+ 661 Byn42-m + (1 — 9)y,+1-a]1 
+ (1 — O60 Syn + (1 — Š)y,-a 1. 
为 了 研究 差分 方程 的 数值 稳定 性 , 令 2 = @,, RAL 
(1— Ww) =[1 + (1 - 0Ya ]=" 
+ a [det2—™ + (1 _ jenti] 
+ (1- blèr t + (1 — 8)=" ™]. 
约 去 公共 因子 z 得 (1.6) 的 所 谓 特征 方程 


mlz) = 0, (1.7) 
Paz) = q(z)z”-— plz,8), (1.7a) 
glz) = z — (1 + (1 — 8)a)/(1 — &), (1.7b) 


plz) = (8z + (1 — 8) be + (1 — 0))b (1 — 1.70) 
为 了 引进 Barwell 的 定义 , 先 给 出 如 下 定理 , 它 的 证 明 , 我 们 


在 以 后 的 章节 中 给 出 . 
定理 1.1 ”如 果 方 程 (1.1) 的 系数 满足 
Re(a) < 0, (1.8) 
| &1<— Rela), (1.9) 
BRAC F— Hes AM (2) C- 01,0. D2 yp WB E: 
limy(z) = 0. 


类 似 于 常 微分 方程 数值 解 时 的 A 稳定 性 ,我 们 有 Barwell 的 
定义 1.1 ” 设 方程 (1.1) 的 系数 a,b A (1.8)81(1.9). FASE 
数值 方法 求解 (1.1) ,在 节点 上 的 近似 值 wx 满足 
limy, = 0, 
其 中 mh = r ,h 2-0 APE, mS WARM, >00 为 常数 延 时 量 ， 


就 称 此 数值 方法 为 P 稳定 的 ， 
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值得 注意 的 是 ,对 任意 步 长 天 >0, 并 不 能 保证 有 一 个 自然 数 
mm ;使 得 bh =r. AERA 
定义 1.2 设 方程 (1.1) 的 系数 a ,5 满足 (1.8) 一 (1.9). 用 某 
数值 方法 求解 (1.1), 在 节点 上 的 近 八 值 ya WHA >0 满足 
Em, = 0, 
我 们 就 称 该 方法 是 GP WERN. 
84.2 8 方法 的 渐 近 稳定 性 


一 个 多 项 式 称 为 Schur HK, MRE OSA RATA 
位 贺 内 部 .如 果 对 任意 的 嘉 ,5, 其 中 a,b 满足 条 件 (1.8) 一 《1.9)， 
ba(z)= q(z)z”-— plr, RE Schur 多 项 式 , 那 末 根据 差分 方 
程 的 理论 - 

lim yn = 0. (2.1) 
换 句 话说 ,8 方法 是 GP BEWO VG, b 满足 (1.8) 一 (1.9), VO 
SALL, 6, (z) Schur SUR. 

在 多 项 式 疡 -(z) 中 出 现 的 自然 数 m 3808038 0 或 者 ro 
而 趋 于 无 穷 . Bit Rw DDE, 的 数值 解 中 重要 的 理论 问题 
恒 是 如 何 判 定 一 个 任意 高 次 的 多 项 式 p, (=): Schur FHA. A 
HEKER, E 

Palz) = 2"g(z) — plz, 8), (2.2) 
q( 2) ERA q KERR, plr SEMEN p 次 多 项 式 , 那 末 在 
FART, HERRAR mt, p,, (2) Schur SWA. RY 
先 和 解决 一 个 特殊 情况 , 即 (1.7) 中 夏 定 的 p,,(z), 它 在 什么 条 件 下 
是 Schur FHEA. 为 此 先 把 ptxz) 改 写 为 如 下 形式 : 

ba (z) = zt! — cz" — ple). (2.3) 
其 中 p(z) 为 固定 的 下 次 多 项 式 ,c 为 常数 ,分 别 表示 于 (1.7c)， 
(1.7b). 

我 们 用 C 表示 正 向 单位 圆周 |z:|z|=1| ,再 令 五 是 C 上 人 尾 
意 一 段 国 弧 ,在 D LAER F(z)20,MW H A [argf(z):i D] 
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RH z 跑 遍 时 7(=) 的 幅 角 增 量 .可 给 出 (2.3) 为 Schur 多 项 式 
的 充分 必要 条 件 是 非常 艰难 的 事 ,但 考 错 到 证 明 的 技巧 对 今后 的 
讨论 十 分 有 用 ,我 们 将 不 庆 其 向 地 介绍 这 个 定理 的 证 明 ( 参 看 文献 
[28]). 
引 理 2.1 2,02) BE F(2.3).Xf—1J m2>maxi1,£ —11 
bp (2) 2% Schur SHR, Mi 
| p(z)t<lze~-ct Vx € C. 
EA 因为 多 项 式 零点 个 数 不 超 过 该 多 项 式 的 次 数 , 那 末 对 
任意 z=€ C ,1E48 
lplzdl=jiz-ef 
成 立 的 点 数 和 max 扫 ,28} ,因此 ,我 们 可 把 单位 圆周 C A 
AD, D... D, RELE, E, 组 成 ,而 且 
i plz) Isl z-e | Vx € D,,1=< j < q, 
| p(xz) I>le-c) Ve € E,,1 <j = r, 
其 中 g=<<maxÍ2,2k] ,r= 二 max|2,2k|. 
WER c Iy D, 上 , 那 末 p(c)= 0t, k 和 tc)=0, 但 是 这 
与 p, (2) 3 Schur 多 项 式 违背 ,因此 ED. 4 =€ D, ISS, 
pm(z) 能 改写 为 
ba (z)= le- c)[1 — plz) A 2" — (z)] 
= 2™(z — c)[1 — 8(>)], 
其 中 18(=)| 委 1,3(=) 天 1 使 用 等 式 
Al argp,, lz): D] = Alargz”;D,] + Alarg(z — c); D] 
+ A[arg(1 — 6(2);D;], (2.4) 
再 令 |D; | 表示 D, 之 强 长 , 那 末 
Alargpn leh D] S€ m I D. t+3x, I< J<tq. (2.5) 
ARH ZC E, A 
Putz) = plzM-1+ e(2)), 
其 中 
elz) = (2*tl_¿zZmY/p(z), | elz) I< L. 
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对 z€ E; # 

Alargp, (z); E,]= A[argp(z);E;] (2.6) 

+ Alarg(- 1 + e(z);E;) 
=< Alargp(z);E;,] + =,1 << ; < =, 
因为 pn(z) 是 Schur EMA, Pnr) E m+1 次 多 项 式 , 它 在 单位 
BARA ati tte MARA RBA 
Alargp,,(z); C] = (m 十 1)2x- 

FEM (2.5) ~ (2.6) 8% 


(m + 1)2x < Sm I D; i+ 3a) + Di Alargp (2s ;E,] +x). 


上 式 两 边 各 除 (mz +1), 并 令 m—= fe 
2r | Di 1+1 Dg 1+ = +1 D, I. 
从 上 式 立 即 看 出 > =0, 从 而 证 明了 引 理 2.1. 
O B22 W p(x) AEF (2.3), V m Sax! le — 1}, 
Po (z): Schur 多 项 式 , 则 
le |< 1. 

证 明 ”使 用 证 明 引 理 2.1 时 的 记号 MAC ALE r=0,g = 
l,D,= C. HÆ 2.1 的 证 明 中 已 指明 c€ D, El | c | =1. £ 
CAH, H F = Š# D, AN, | 6(z)| < 1 R alr), KR 
(1— 8(=))8J04 76383 EF, El! 

Alarg(1 — 8(2)):D,] = 0, 
此 时 (2.4) 成 为 
(m + 1)2x= Alargp,(2)iD1] 
= 2mn+ Alarg(z — c); D, ], 
因此 
Alarg(z ~ ¢);D,] = 2x, 
按 幅 角 原 理 jc<|<1, 引 理 2.2 证 毕 . 

定理 2.3 p,.(2) AEF (2.3). PEER mS maxli,k — 11, 

Pm (z) Schur 多 项 式 的 充分 必要 条 件 为 
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(a) lel<1, 
(b) |p(z)l]<le-el, VeEc, 
(c) p,,(2)40, Vx€C,V mmax{l,k—1|. 
证 明 ATV m2zmax]1,# — 1), pm(z) 是 Schur 多 项 式 , 则 
从 引 理 2.1 一 引 理 2.2, 知 (2a) 及 (b) 必 成 立 ,(c) 成 立 是 显然 的 事 . 
友之 设 ta}(b) 及 (ce) 成 立 , 则 
Alargp,,(z);C]= Alargz”; C] + Alare(z — c); C] 
+ A[arg(1 — 6(z)); C] 
= 2mxn+2n+0, 
x 
Alargp,,(2);C] = (m + 1)2r. 
ABA m +1 次 多 项 式 有 m +1 个 零点 在 单位 圆 内 部 , 即 p,,(z) 是 
Schur 多 项 式 , 定 理 2.3 证 毕 ， 
定理 2.4 p。(z) 纵 定 于 {2.3), 对 一 切 mmal, k-i], 
Pp C2 SE Schur 多 项 式 的 充分 杂 忻 是 
(a) |el<1, 
(b) lp(edl<lze-el, WeEC. 
证 明 BOAR (bMS A (c), Re pm(z) 是 Schur 多项式 . 
下 面 考虑 比 (2.3) 稍 稍 广 泛 一 些 的 形式 
Bafz) = g(z)z” — plz), (2.7) 
其 中 gtz) 及 ptz) 是 两 个 多 项 式 ,次 数 分 别 是 q 及 户 . 我 们 可 以 证 
明 类 似 于 定理 2.3 那样 的 定理 2.7. 为 此 先 给 出 
引 理 2.5 i p, (2) SE F (2.7), XF — JJ m 2 max [1, 
p - qals Prl) E Schur SHER, WJ 
Plz) isi gle) I, V z € C. 
证 明 ”因为 一 个 多 项 式 之 零 数 不 超 过 该 多 项 式 的 次 数 , 那 末 
对 zEC, 使 得 
| plz) |=| gfx) i 
成 立 的 那 种 = 的 个 数 不 超过 max|2 思 ,29} ,因而 是 有 限 饮 个 点 , 故 
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能 把 单位 加 C RARE TR, BY Di, Da, Dy 及 
Ey, Eos) Ep ,使 得 
Ip(2i<lq(2dl, zED, ISL, 
ln(2l>le(edl, z€E, Ija 
B fis bzs 69 是 ql(z) 的 零点 , 那 末 
GED, 1<;<7, 1<;=<q. 
因为 车 t.t & RAF D, ,说 CED, SR p(t) =0, 
及 pa(k) =0, 这 是 不 可 能 的 ,因为 ps (z) Schur FAR. 


当 z€ D, 时 ,g(z)z0 及 
Pa (z= g(z)en{1- P&I] 


x 
q(z)2™ 
= q(=)="[1 — é(z)]. 
此 外 18(Cz)| 委 1 及 SCz) 天 1. 另 外 


Alarepn(z)sD;} =Alarge" i D;] + Alargq (z); DJ 
+ A[arg(1 — 8(z))3D,1. 


“e 


继续 使 用 前 面 的 记号 ， 
A[argp,, (z); D,] < m | D; ltq-2et+x, 154 <9. 
类 仆 地 对 x € E, 
Pale) = plz)(— 1+ e(2)), 


其 中 
elz) = glzde"p(2) 1 | ete) I< 1. 


对 z€ E, 
Alargpa (2);E]= Alargp(2);E;] 
+ Alarg(- 1+ ele) E] 
< Alargp lz): E] +m, 1<5 <7. 


Palz m + q 次 多 项 式 , 它 在 单位 内 部 有 m + q TEAL 
ARH 


(m + g)2r Eim | D; I+ (2g + La) 


+ Dalam: ;E, ]+ x), 
上 式 两 边 除 (w 了 g) 再 令 mr 一 co 得 
2x < > ID; l, 


REFA =0,9=1,D,=C. 31M 2.5 EH, 
引 理 2.6 设 p,.(2) 8 F (2.7) SV mlmaxil,p- gi, 
Pa (z) E Schur EMA, M 
q(z) 是 Schur EMA. (2.8) 
证 明 在 上 一 一 个 引 理 中 我 们 已 指明 ,9(z) 的 任 一 零点 ce 
D, 4 F=0,9=1,D, =C,M t€ Di. WA Alarga (z), Dr JAE 
H 
Alarep, (z); Di] = (m + q)2= 
= Alarge™sD;] + Alargq(z);D1] +0 
= 2mn + A[argg( z); D.], 
从 而 
A[argg(z);Di] = gr. 
按 幅 角 原理 ,g(xz) 在 单位 内 部 有 ¢ 个 零点 , 引 埋 2.6 证 毕 . 
定理 2.7。 op, (z ET (2.7), Mo mmal, p- gl. 
pb. (z) JE: Schur IK 89 FER AF 39 
Gi glz) Schur EMA, 


Gü) lailai) VzEc, 
(iii) p.(z)40 V zC C,V mmaxil,p— qi. 


证 明 SV mm max|1, p-a}, pb. (z): Schur 多 项 式 , 则 
由 引 理 2.5, 引 理 2.6, — (ü) Ry, 4 z€ CH, Gi) REBE 
然 的 . . 
BZHG) (ii ae, TÆ z€ C hf p, (2940, 
ALargpn (x);D:] = Alargz”;D,) 


+ Afargg(z);D,] + Alarg(1 ~ 8(z));D1] 
= 2mn+ g2x+ Ü 
= (m + q)2n, 
这 指明 p. (2) TERE ABA (> + 9) 个 零点 ,定理 2.7 证 毕 ， 
利用 上 述 定理 2.7 可 以 讨论 8 方法 的 渐 近 稳定 性 . 
定理 2.8 用 6 方法 (1.2) 去 求解 试验 方程 (1.1}) 时 ,方法 


(1.2) 是 GP BEN, MARS <0<1. 
这 个 定理 的 证 明 在 以 后 的 章节 里 以 推论 的 形式 给 出 . 
84.3 ”用 线性 多 步 法 求解 多 延 时 量 方程 


考虑 如 下 简单 的 多 延 时 和 量 微分 方程 : 
y(t) = ay(z) + biy(z — ri) (3.1) 
+ b2y(z — r2) + 
+ b,y(t — r), t20, 


y(z) = pít), t < 0, (3.2) 
其 中 p(t) 是 已 知 初始 函数 ,a b. KiSSin 为 已 知 系数 ,局 >0， 
ISS m RENE. 


我 们 设法 寻找 (3.1) 的 指数 形式 的 解 y(r)=cre, Be, S 
是 常数 . 若 (3.1) 有 非 平凡 的 指数 形式 的 解 当 且 仅 当 SHE 
S-a- bhe ~ e be "= = 0. (3.3) 
{3.3) 称 为 (3.1) 的 特征 方程 .我 们 有 如 下 
定义 3.1 DDE,3.1) 被 称 为 是 渐 近 稳定 的 , 当 且 忆 当 其 任 一 
it y(t GB lim y(t) =0. 


- 90 - 


定理 3.1 HERK 二 >0,1Sj 志 mm, 当 且 仅 当 (3.3) 之 一 
HEA CWA Re( Z) <0 时 (3.1) 为 浙 近 稳定 的 . 
定理 3.2 悄 使 (3.1) 之 系数 a,b Ejam 满足 


Rela) <0, (3.4a) 
> lb; |<— Rela) (3.4b) 


时 ,对 一 切 r, >0,15;<m,(3.3)2 WEA CAE Ret) <O. 
证 明 $ =x+iy 是 (3.3) 之 解 , 即 
+iy=a+ > b; e 75-5, 
其 中 i=w 一 工 . 令 
b; =l b, | e#, i= /- 1, 1=<;=<m. 
tt >>0 则 有 


= — Re(a )= lÈ | e eos(— yr; + 4;) 


进而 
- Rela) < 35 1 5, l, 


但 这 与 {3.4b) 相 违背 .定理 3. oH. 
推论 3.3 若 方 程 (3.1) 之 系数 a,b 15 jm 满足 (3.4a) 一 
[3.4b) WH — + >0, 1 jm, (3.1) BARE. 
TE Ris REA SES pik 
od, 十 aya + + Ayn- (3.5) 
= Al Pofa + Bi fat + + agfa) 
车 用 (3.5) 去 求解 方程 (3.1) 一 (3,2) 得 


Dow = om + bat, 一 a], (3.6) 


为 了 使 得 计算 顺利 进行 下 去 ， 我 们 必须 对 近似 值 tg; > TE 
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行 搬 值 ,但 这 里 不 能 再 用 线性 捅 值 ,为 了 保证 精度 ,我 们 必须 使 用 
高 次 Lagrange 内 播 , 即 


A + eh) = ILO) yy 


e € [0,1),i =0,1,--, (3.7) 
此 处 
Lile) = TE [le — BAG = 41. (3.8) 


atk 
如 果 线 性 多 步 法 (3 .6) 之 局 部 截断 误差 为 OCA**!) RE 
A OCAT**) AR RIREST (3.6) AEH minik, rts}. 
用 (3.7) 代 和 人 (3.6) 得 


Ë 


D on = > Blyn- 十 par PIL (6), 
i= peor 


j=0 à = U 


. (3.9) 
此 处 
(i, — 8h = fj» 1<j =< m. 
0= jJ; < 1, 1<;j=<m, 
a =ah, 
b = bh, 1<j<m, 


定义 3.2 4 3,€(0,1),0,6,EC, 1<j<m, TERE 
(3.5) 被 称 为 是 在 点 ( 互 ,51 b ) 处 是 (51,52,…,5..) 稳 定 的 , 当 
且 仅 当 用 该 方法 去 求解 系数 满足 (3.4a) 一 (3.4b) 的 方程 (3.1) 一 
(3.2) 时 数值 解 yr O(n oo) EBE 3 Bde +1. 

我 们 定义 集合 

Separa, = CEs By 90 bm) ERLE bi. ,Bm) 处 (3.5》 

(Siin 8, ) BEB |, 
WREFSPRG. DABERERA 
s 一 Se aa， 
如 果 再 定义 集合 
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H = |a, biba): Rela) < 0,2) | 2; 1<- Re(a)}. 
那 末 下 面 的 定义 是 合理 的 ; I 
定义 3,3 [99] 线性 多 步 法 (3.5) 对 于 DDE, 被 称 为 是 P. 稳 
JEM, N B (V 34 
H Z So... 
定义 3.4 [”】 线性 多 步 法 (3.5) 对 于 DDE, 被 称 为 是 GP, B 


定 的 当 生 充当 
HS s. 
为 了 研究 (3.5) 之 p, 稳定 性 及 GP, 稳定 性 ,类 似 于 导出 
{1.7) 那 样 ,我 们 可 以 导出 (3.9) 的 特征 方程 
ba (z) = 0, 
其 中 
Patz) = Ql) — Vado, (3.10) 
Q(z) = plz) — ar(z), 
Q(z) = byl, ð alz), 


k 
ple) = > ai, 
olz) = Dae, 


12.3) = DLD, 
LAI, 1=<;= m. 
这 样 一 来 ,线性 多 步 法 (3.5) ,或 记 为 pay 在 点 { 到 ,6 
Bw) 处 (31,62,… Sm) 稳定 的 , 当 且 仅 当 
Pelz) = 0=> | z |< 1, (3.10a) 
Vie Sine Byes + 1: 
为 了 讨论 (3.5) 之 GP, 稳定 性 ,我 们 先 回忆 如 下 引 理 
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引 理 3.4 下 列 命 是 等 价 
{p,a) 是 A 稳定 的 ， 
Re(a) < 0>Q( 2) 是 Schur 多 项 式 ， 


| z 1: 1>Re( 242} | 0, 


下 面 的 引 理 可 以 在 文献 [40] 中 找到 ， 
引 理 3-5 [4] FIRES 
I 7Y(z,6) 11, 3 Iz 1= 1, 
r= s= r +2. 
定理 3.6 设 p, (z) X T (3.10). OR 
Q (x) 是 Schur FMA, 


> IQ (z)1<1Q(z) 1, 对 |z1=1, 
TË ear Schur LEA. 
证 明 ”从 条 忻 (3.16} 
plz) = Q(z)" 


(3.11) 
(3.12) 


(3.13) 


(3.14) 
(3.15) 


(3.16) 
(3.17) 


(3.18) 


也 是 Schur 窗 项 式 .对 1z1=1, 注 意 到 p(z)220,3[ E p, 2 RE 


为 

ba(z) = p(z)[1 - Sale), 
其 中 

8(2,8)) = pl2!O (2) 5, 

> l3/(z,8) < 1, XF l z i= 1. 
a = 


C=fze:iz!= 1}, 


Acargf(z) 表 示 z BEC HEM — AY FC AAE, 


那 末 


Alpa (2)] = Ararg[p(z)] + AL- Èa), 


“oOd4， 


因为 > 1 82,8) (<1, 


Auarg[l 一 25(z,8)1 = 0, 
所 以 
. Acarg[ pn (2)] = A-argl p( z)]. (3.19) 
由 于 plz) 是 Schur EMR, RRS p. (= F), ERA, 
Alp, (z) p (z)# C AAAMSHMSE A, ME p, (=) th E 
Schur 多 项 式 ,定理 3.6 证 毕 . 
推论 3.7 车 用 线性 多 步 法 (3.5) 去 求解 系数 满足 (3,4a) 一 
(3.4b) 的 方程 (3.1) 一 《3.2) 相 对 应 的 p, (z) X F (3.10), 
QDR Q(z) 1S jSm MERE (3.16) 一 (3.17), 那 末 方 法 
(3.5) 是 在 点 (,B1,… ,bm ) 处 是 (85152…6,,) 稳 定 的 . 
定理 3,8 ”如 果 线 性 包 步 法 (3.5), 即 (p,o) 在 点 (如 ,Bl1,…， 
Om Æ ir En BEEE Q(z) 必 是 Schur SWAR. 
证 明 HF (p,0) TE CE, bis ,65m) 是 (8182…6m) 稳 定 的 , 
"HRM 
Pale) = 0= | <= |< 1, 
对 任意 的 六 ly ee ey Z= s + 1. 
成 立 .可 令 
ly = ima =" = L, (3.20) 
此 时 p, (z FSH 
Pale) = Ql) — Plz), 
其 中 
Plz) = Qi(z) + Q,(=) + + Q,,(z). 
使 用 定理 2.7, Q(z) 必 须 是 Shr 多 项 式 . 
下 列 定 理 是 本 章 的 重要 结果 . 
定理 3.9 ”如果 Lagrange 插值 满足 rsr +2, 那 末 线 性 凶 
步 法 (3.5) 是 GP, BEN, SAME SE A 稳定 的 ， 
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证 明 设 用 线性 多 步 法 (3.5) 去 求解 系数 满足 条 件 (3.4a) 一 
(3.4b) 的 试验 方程 (3.1) 一 (3.2) 时 它 是 GP, 稳定 的 ,那么 对 油 足 
条 件 (3.4a) ~ 3 4b) E£ (Gb, ,… ,5%】 上 它 一 定 是 (8182… 
Š, ) 稳 定 的 , 按 定理 3.8 对 于 Rela) <0 时 Q(z) 是 Schur SAA, 
AN o(2) — aola) ŒE Schur 包 项 式 , 它 表示 (4p,o) 是 A 稳定 的 . 

设 4p,o) 是 A BEN. Ga, bis bn) CH. FEY Rela) 
<O Bf o(2) -aa(2) dt Schur 多 项 式 , 由 于 r= s= +2, 利 用 引 
理 3.5, 我 们 有 

I y(z=,&) =< 1, XF V |z i= 1,0= 2 <1. 
对 于 |z|=1 的 茶 些 z, WA olr) = 0, pl), FW Q 
(=): Schur 多项式 不 符 .此 时 (3.17) 自 然 成 立 . 

对 |z|=1 时 的 某 些 z,olz) 关 0, 再 注意 到 (3.13), 有 

X 1 Q(z) 1= > | byy(=,Ə;)e(=) | 


可 一 工 


geil 
<) I5 lalz) 
j=l 


<— Rela) | olz) i 

<| plz) 一 Gotz)1. 
这 表示 (3.17) 成 立 ,使 用 定理 3.6 及 推论 3.7 M.S) BEG, 
By ott b, ALI 81 da Oy PRE B Ca, bi. bm) E Sa aa ,由 
FOKA in ,8n <1 RAEHAN, bi b. ES. ee 
3.9 证 毕 . 

定理 3.10 {MË Lagrange 插值 (3.7) 满 足 ra =; r + 2, 

m 2 为 自然 数 , 则 下 刑 命题 等 价 : 


《ps0) 是 A 稳定 的 ， (3.21a) 
(p10) 是 pu 稳定 的 ， (3.21b) 
《oo) & GP 稳定 的 . (3.21c) 


证 明 由 定理 3.9!(3.21a) 与 (3.21c) 是 等 价 的 . 再 由 定义 ， 
GP,, 稳定 性 过 PP, 稳定 性 .于 是 A 稳定 性 二 GP 稳定 性 二 PP, TË 
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定性 .如 果 定 理 3.8 的 证 明 中 命 8, = #82…= ó, =0, 那 末 该 定理 指 
HH p, 稳定 性 一 4 稳定 性 .定理 10 证 毕 . 


推论 3.11 0 方法 为 GP.。 稳定 的 充 要 条 件 为 十 <0<1, 

证 明 在 第 一 章 第 4 节 中 我 们 兽 指 明 9 方法 为 A 稳定 的 充 
要 条 件 为 去 9<1, 再 由 定理 3.10 便 得 本 推论 . 

这 个 推论 指明 本 章 定理 2.8 的 结论 是 正确 的 . 


84.4 Runge-Kutta FEMA REE 


考虑 如 下 延 时 微分 方程 : 
U's) = FU Ur), +2120, (4.1) 
U(z) = gle), r=<D, (4.2) 


其 中 g(t) 是 已 知 函数 ,r > 为 常数 延 时 量 . 
(A, b,c) am 8 SE BU Runge-Kutta 方法 ,其 中 A = 


(aig) 5510 = (by, Ba, bs)T, c= Ce eget) >) 6; = 1, 
i=l 
c€10,1)],1<iss. 


我 们 设法 用 上 列 隐 式 Runge-Kutta 方法 来 求解 方程 (4.1) ~ 
(4.2). 为 此 定义 


Ha = Ha- 十 hD bf lty- + ch yh) 112), 
gat 


yl? = wy + h >} auf (tet + chy? 2h”), (4.3) 
as 


1< i=, 
这 里 u ZU (z), t, = nhi OSU (z-i + ch — r), ER 
E h EBA uyi 的 插值 来 表示 . 当 e, 1 tch- <D 时 ， 
zi = g(z,-i + ch — r). 
为 了 分 析 方 法 (4.3) 的 数值 稳定 性 ,我 用 (4.3) 去 求解 试验 方 


程 
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U(r) = aU(z) + blt- r), co, 
U(t) = g(t), <o, 
这 里 a, bEC, H SCD j u= glkh) y = g((k —1)h + ch). 
对 于 方程 (4.4),(4.3) 成 为 
Un = Un + ALO Cay{” + bz1")) + b2ayl” + bz$”) 
十 … 十 b (a yt) + Az()5], (4.5) 
y!) = u, + h[aa(ay]"” + bz{™) + aa ay" + bef”) 
+e + as (ayt") + bz$™)], 


#=1,2,"",5. 


(4.4) 


如 果 令 
U, = (ty HP dT, 
Z, = (ef, 2h oe IT, 
那 末 人 4.5) 式 能 写成 矩阵 的 形式 : . 
Q,(z=)U, = QoUn-1 + Polna = 1,2,1, (4.6) 
其 中 工 =ah ,y= 二 把, 及 


1 一 rb? 
Q(x) = : 了 , 
0 
1 0 0 
a= [Í 9 of 
0 0 
0 a 
6 
Pe=j: A 
0 
而 Z, PRAT Hee X 
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Z, = LR (8) Up-mj (4.7) 


其 中 R; (3) 是 确定 的 姬 阵 值 画 数 ， 2: +l,mZ= M,(m - 8)5 
=r, ĝE[0,1), M= max] + 1. 

定义 4.1 Runge-Kutta 过 程 (4.3) 被 称 为 在 点 (z,y) 处 是 仿 
稳定 的 , 当 且 仅 当 

(IXI - zA JERS, 

(让 对 任意 给 定 的 向 量 U (im), GRAAGTE 
ME U. (n>m +1) 满足 

limU, = 0 , 

其 中 mM. 

定义 4.2 > 

Ss = [(z,y) EC2:(4.6) — (4.7) 定义 的 Runge-Kutta 

过 程 是 在 (tx,y) 处 3 稳定 的 |， 


5 = S. 
= {a:(z.0) € S|, 

H = |(z,y) € C2: | y |<—Re(z)], 

H* = {z:(z,0) € Hl. 
# HCS, RK Runge-Kutta FH (4.3) E: GP 稳定 的 ,如 H * = 
S* ,就 称 方法 (4.3) 是 A 稳定 的 . 

在 第 二 章 第 3 节 , 我 们 曾 定 义 Runge-Kutta FER A BEHE, 
EM 

p(x) = 14+ zbT(I - xA) le, 

RA Runge-Kutta 方法 为 A Be, SARH, Re(x)<0, 
Q- cA) EWA plr} <1. 
LEMEE KH. aS A 稳定 的 Runge-Kutta 方法 
(4,5,e), 我 们 要 寻找 一 类 对 Zi) 的 插入 ,使 得 数值 过 程 (4.3) 满 
Æ HES. 

F r,s20 是 给 定 的 整数 ,rz= (m — 0)h 081. ANE E 
如 下 对 z!) REE: 

"99 + 


ZIP = tlta + ch — r), (4.8) 
1=i= sti Teh — r >Ü0,m 2 s + 1 , 


ut{tj-1 + ch + sh) = Liley e € [0,1),) = 0,1,--- 
k=-r 


Lj(e} = TL (=). 


ord 
把 (4.8) 代 人 (4.6), 便 有 
QTIU, = QoU, 1 (4.9) 


+ yD (BP U, mr nmth, 
此 处 x= ah, y= bh meses +1. 
+ 8E[0,1),(z,y)E C?, 那 末 方 法 (4.3) 联 系 插值 (4.8) 在 
(z,y) 处 是 8 稳定 的 当 且 仅 当 由 (4.9) 定 义 的 U, 满足 


(I 一 zA) ZN, (4.10) 
lim U, = 0. (4.11) 


> 
a(z,e) = Lle) i'r, Ome<t, 


P(z,8) = a(z=,Ə)Po, 
Qlz,2) =- Qo + lz), 
则 差分 方程 (4.9) 的 特征 方程 为 
det[ 2”*7-1Q (2,8) — yP(z,ë)] = 0. 
于 是 (4.11) 成 立 当 且 仅 当 [27] 
det[z2"*”1Q(z,8) — yP(z,8)] = 0 《4.12) 
一 1zl<1， (z€ C,m23+D. ° 
下 面 的 问题 是 如 何 判 别 (4.10) 及 (4.12) 是 否 成 立 . 对 于 
(4.10) ,我 们 有 如 下 引 理 
引 理 4.1 FATES 
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(Tj)ige(z)[|<1, 

(H(i - cA), Q(2c,2) 8 | 2/21 Be. 

ER EREU- zxA) 可 道 . 那 末 容易 验证 对 任意 | x |S 1, 
Qe, ce, 4ARY of Q (z) 1Qo]<1. 利 用 对 Q, (z) 1 的 
精确 计算 ,能 够 看 出 pQ lr) 1Q O ]= l plr), AmC I), (I) 
是 等 价 的 . 

WRU- za) 不 本道 , 那 末 利用 恒等式 [6] 


( ) = cet I — TA + reb 
PLE detl I — xA] 


M ela VE z AR A SCI. 3) 4.1 证 举 . 
在 上 面 的 证 明 中 ,我 们 用 了 一 个 无 法 证 明 的 对 Runge-Kutta 
FRAME EPR V >€ C. 
det[I — 2A] = 0=>det[I — cA + zebT] 0. (4.13) 
关于 人 (4.12) ,我 们 先 写 出 如 下 定理 
定理 4.2 令 mo 是 使 得 deg F, (z)! =degiz"Q(2) i Z E 
小 整数 ， 
Falz) = dal 2™Q{(z) + P(z)], 
SUS V m my, F(x) 是 Schur 823 sË 34 BAS 
(a) 4izl21 时 O(2) few, 
Sup pL Q(z) !P(z)1<1, 


(b)F,(z2)#0 W T[|z|]| =i, [Q(=)''!a(z=)]=1, & 
mo mo. £ SE TE , 放 到 本 节 最 后 . 
和 刹 用 上 面 的 定理 4.2,(4.3) 在 (x,y) 是 5 RER, KANY 


C(I- rA) T, | z 122 1 B Q(z,Xx) TE, (4.14a) 
Iyl Sup oL Q(2,2)'P(z,8)] <1, 
detiz" I Q(z, x) — 96(2,8)] 40, (4.14b) 


4 le l= l,m 5+ 1,1 yl plQlz, s} 'PCz,8)] = 1. 


P=tz€C:lel(x)l=tt, 
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d(x, r) = in|lz—vl|, 
ser 


V = {ry EC | gz) !<1 Rl yl< d(z,P)} 
引 理 4.3 04] 车 (4.8) 中 的 Lagrange 插值 满足 >< yar +2, 
则 
YESSo= S. 
这 个 引 理 的 证 明 是 完 长 的 ,可 参考 文献 [14]. 
定理 4.4 ”如果 (4.13) 成 立 , 则 
HC S@\(A,6,c) BA 稳定 的 ,r << F =< r +2}. 
(4.15) 
证 明 RAL, QR ABER Rravert+2.4(2, 
9) 和 五 .因为 (4,p,c) 是 上 稳定 的 , 当 Re(z)<0 我 们 有 ipfz)| 
<1 及 |3|< -Reltz)<aef(z 卫 ), 因 为 了 总 位 于 右 半 平 面 肉 . Bi 
Jk(z,y)€ V NM 43 (2 WES 所 以 
HZS. (4.16) 
反之 , 设 {4.16) 成 立 , 利 用 (4.14a) , 当 Re(z)<0 时 (T- zA) 
Ww; | 2 (21 时 Q(z,zx) 可 道 .再 用 引 理 4.1, 当 Re(z)< 00 B$, 
1p(z)1<1, 即 (4.5,c) 是 和 4 稳定 的 .关于 ><s<r+2 的 证 明 ， 
看 参考 文献 [14] .定理 4.4 ee. 
”在 后 面 的 章节 中 ,我 们 经 常 朗 用 到 定理 4.2, 它 是 一 个 十 分 基 
本 的 定理 ,我们 将 详细 地 加 以 证 明 . 
定理 4,2 的 证 明 . 
假设 定理 4.2 中 条 件 (a) 一 (b) 成 立 . 令 
G,,(z=) = detle"Q(z)], 
R ,(z) = I+ Z "Q(z) !P(z), 
H,,(z) = det[R,,(z)], 
i 
F,, (z) = G, (2) H(z). 
对 于 |z| =1 由 条 件 (a) 知 Q(z) FE, pLQ (2) P( 2) <1; 8 
EI), F, (2) 40, AT H, C240. 
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令 

S= jie: OS @<2n,i= /—1]. 
对 于 Oat 定义 . 

halz) = det[I + or "RQ(e) 1P(z)]. 
因为 pl Q(z) P(e L 及 H, (2) 4008 |<] =1), Fase 
=1,0<e<1 Pf hlr) 0, BLA 

As[argh,(z)] = 2K,nx, 

此 处 K, 为 整数 .再 使 用 幅 角 公式 


K, = 去 lAl(z)/h, (2) de, 


积分 K, 连续 依赖 于 = , 故 在 [0,1] 上 K, Be H- RERNA, 
因为 K, 只 能 取 整 数 及 的 o=0, 所 以 
Ki = Ky = 0, 
从 而 
A,largii(z)] = A,[argH, (z)] = 0. 
WK : 
A, [argF, (z)]= A,[argG,,(2}] + As[argH,,(z)] 
= A,largG,,(2)]+0. 

另外 , 当 mmo 时 有 deg! F... (z)] = deg]| G, (2)|. FER Gu 
(z) 是 Schur 多 项 式 ( 因 为 | zi 之 1 时 G,, (2) +~Oe ARAB 
知 ,在 单位 圆 内 部 F(z) 与 CCz) 有 同样 多 的 零点 , 故 F, (=) 
为 Schur SMA. 

HI, BEV m Smo F, (z) dE Schur FWA, BR Q (z) = 
(gy 2 axa» P(z=)=(pb;j(=z=))uxa KL pg (z) g; (z) BB x 
HEER. S 

T = te € [0,2=]:Q(et) 奇异 ,i = v 一下. 
考虑 1:E[0,2x] 一 了 . 令 
A(t) € ol Q(e*) 'Ple*)], 
于 是 存在 正 整 数 d,p.q 使 得 
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A) 于 [0,2x] -人 连续 ,7 = 4,2,--.d3 (4.17a) 


det! =f ~ Qteo-ip(ao] = TI (z — aCe), (4.17) 


t E [0,2xzx] - T,= EC; 
Vito € [0,2x], 3e >0, Iż- t |< e f, (4.17c) 


ale) = 3, (=a, 


Cyn 与 + HK, ty TEER. 
关于 (4.17a),(4.17b) 是 显然 的 事 ,关于 (4.,17c) ,可 参考 文献 
[27] 中 关于 矩阵 特征 值 的 解析 扰动 这 一 节 . 
使 用 上 面 A(t) 的 性 质 (4.17c), 可 以 看 出 ,对 每 一 个 j ,1 所 J 
<d ,使得 |4;(i)|=1 只 有 有 限 多 个 1, 因 此 ,我 们 把 集合 [0,2x] 
一 个 分 割 成 有 了 有限 多 个 区 间 之 和 , 即 


DUE; = [0,2=] — T, (4.18a) 
LA (z) 11,42 € D, (4.18b) 
l A(t) (> 1.3 z € E, (4.18¢) 


其 中 D, = U,D,,,,E, = UUE;,, 它 们 是 互 不 相交 的 . 
从 (4.17c) 还 能 着 出 ,可 以 选择 一 个 确定 的 旺角 西数 
larga; (r)l ,使 得 当 加 ET 了 to 或 者 1 to 时 {argh(z)1 极 限 
存在 , DMA A Larga; (z)| 有 定义 且 是 E, 上 的 有 限量 , El 
As[arghy(t)] 有 意义 ,对 其 他 区 间 上 也 有 类 似 的 讨论 . 


令 mmg, Hm,( 之 ) 的 定 广 , (4,17b) 及 (4.18a) 
A,[argH,,(=)]= [arg ll (1 + e =a, (218 
= 21 An [arg(1 +e ™Aj(2))] 
+ 2 Ag Larg(1 + eimAa(t))]. 


由 (4.18b) 
Ap il + e ™A;(2)] =< m, 
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H (4.18c) 
Ag [1+ em a,(t)] 
= Ag [e “Aj A + ema (£) 15] 
= m | Ejs I+ y, 
其 中 
y = n + maxAs [arga; (z)3. 
联合 上 面 两 个 不 等 式 , 我 们 有 
A,largH,(t)] < C — m 21 | E;,, 1, Ym mo (4.19) 
其 中 C 是 与 mm 无 关 的 常数 . 令 Zo Zi, Za 分 别 表示 Ga(z<) 关 于 
|z|<1,iz|=1, 及 |z| 之 1 之 零点 个 数 .再 注意 F. (z ) 是 一 个 
Schur 多 项 式 , 它 与 Co 有 相同 的 次 数 , 例 如 NN 次 ,以 及 五 。(z)= 
F, (2) 4G, (=). SBR 
4,largH,,(2)]= A, larg, (2)/Galz)] (4.20) 


= MİN — Z, — +z] 


= 2x[-2 Z, + Z], 


其 中 与 和 有关, 但 G, (z)=det[z"Q(x)]# S EZE S 外 之 零 
点 数 显然 与 m 无 关 ,. 联 合 (4.19) 及 {4.20) 


m» i Ej, i+ anf 5 21 +Z,1= C , 
$ m> D 1 EE,1=0 = Ent. 
由 (4.18a,b) 推 出 
là) isi, Ve © [0,2=]— T. (4.21) 
邻 mS my, H(z) 之 定义 及 (4.21) 知 | 厅 ,(z) | 2? 对 任意 = 
ES, Ql) FEHR. AT H. (< E s 上 无 极点 . 当 =€ s 
AD, Fe (20,0, (2) AGRA, T F, = H,,- Gm ER Goa EO, 


BR det[ xz*Q(z)] 隆 0, 从 而 T= $. Rei (4.21) Rae F [0,20], 
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lAG)181 YE [0,26] , 


ED 
Supo[Q(z) pz) ] <1. 
至 此 我 们 已 经 证 丁 
Q(z) 存在 ， 对 1z1= 1， 
e[Q(z=) lp(z)]=< 1, 对 |z|=1, 
H, (z) = 0, 对 1z1= 1. 


在 充分 性 的 证 明 中 已 证 , 当 Hn (2) 0 时 
A,[agH,(z)] = 0, 
再 注意 (4.20) ,有 
2=[2 Z, + Z2] = 0, 
推 知 Z2=0. 所 以 对 任意 | z| >1, Q(z)-! 存 在 至 此 条 件 (a) 一 
(b) 全 部 成 立 . 定 理 4.2 E. 
$4.5 th 6 方法 的 渐 近 稳定 性 


我 们 用 块 9 方法 (参考 第 三 章 83.7) 
Z, = Z, + OABF(Z,.,) + (1 - @)ABF(Z,), (5.1) 


ERARA E 
y(t) = ay(t) + bylt- r), t20, (5.2) 
yz) = plit), t&0, 


EP 6|< -Re(a). HNDE 
《7 一 DrB)Z =(I + (1 — 0)<=HB)Z, + BZ 
+ (1 — @) yBZ. mn» (5.3) 

XP x=ah,y=bh,mh=r sme. 

类 似 于 4.1, 如 果 对 于 满足 条 件 |5| < 一 Re(a) 之 方程 (5.1) 
的 数值 解 y, 者 满足 

mw = 0 

PERRE OPREP 稳定 的 . 以 后 将 会 看 到 这 个 定义 与 
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84.1 中 的 定义 1.1 是 一 致 的 .为 了 考察 Z, SHEA, RNS 
Z.=2°6,2 z€ Ct 是 待定 向 量 . 代 人 (S.3) 得 
{CI — @zB)='*1 — (I + (1 — @) 2B) x" 
— Be "71 — (1 ~ 0)yBy =] - £ = 0 , 
约 去 公 因 子 z 48 
1O — @eB)2"*! — (I+ (1 — @)2B)} 2” 
— hyBz — (1 — 8) 9B £ = 0, 
上 列 方程 有 非 零 解 £40, 4 BAR 4 
det[ {I ~ &B)z™*! — (I + (1 — @)Be)x* 
— ĝyBz — (1 — 0)>sB] = 0. : 
显然 
Z,— 0(s 一 co) 全 | z |< 1. 
那 末 (5.1) 是 P BEK, SHAH 
det[{I — BrzB)zmtl — (I + (1 — 6)2B)2” 
— Bz — (1 — 0)yB] = 0> ! z I< 1. 
换 名 话说 ,我 们 要 分 析 
P. (z) =det[(f — @)2Be"*! — (I + (1 — 6)2B)2” 
— ByBz — (1 ~ 0) 98), (5.4) 
什么 情况 下 它 是 Schur 多 项 式 . 
如 果 令 
T'BT = J = diaglIy.Ja. Jats 
是 B 的 Jordan 标准 型 , 那 末 
put{z)= det[ (F — 207 )2"*! — (1 + (1 — Aas de” 
— yz — (1 — Ow] 
一 Il [G — rt — (1 + (1 — zr)" 


Eo 
— Gye — (1 — 8) yu] . 
IBA, pa (z) Schur 多 项 式 ,当日 仅 当 上 式 每 个 因子 
plesd, x yn) = (1 — hep)! (5.5) 
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- (1+ (1 — 0)za)z" — buz — (1 — 8) 9p 
WV #2 € o[ BI Schur SAR. 
定理 5.1 ”方法 (5.1) 是 P 稳定 的 , 当 且 仅 当 对 V (z, y) 
€ C2,|>|< -Re(z=), B Va C€ o[B], p(z;0,=z,y, 1) 是 Schur 
SRR. 
在 第 三 章 §3.7, 我 们 知道 [8]= {| ,我 们 来 验证 当 十 <9 


SIM p(236,2,9, 4) Schur SHR. MBO S 4.2 定理 
2.3, plz; z, y, p)Æ Schur # Wx 4 ALY 


Le Dm <1, (5.6a) 
| pbye + (1 — O) yp ISI (1 — Oxy) z (5.6b) 
—(1+(1- @)zp) |. 
B |z 1=1, 


plz36,2,y,2) 40,48 | z |= l,m Z 1. (5.6c) 


考虑 如 下 线性 变换 
z-1 
w= pl — 6+ a)’ 


它 把 单位 圆 |= | =1 映射 为 w 平面 上 的 一 个 广义 园 盘 口 .. 容易 验 
证 当 |z| =1,2>0 时 Reftmw)>0, 故 D, 位 于 右 半 平面 .又 (5.6hb) 


等 价 于 
Iyisi w- al, 当 w € Dy. 


由 于 |y| < —Re(z),2 wED, HERA | y| <| w- z |. AER 
(5,6b) 有 严格 不 等 号 ,此 时 (5-6c) 显 然 成 立 . 至 于 (35.6a) 当 且 仅 当 


FOS 时 成 立 . 
定理 5.2 HiLo 时 , 块 9 方法 (5.1) 是 户 穆 定 的 . 
$4.6， 变 系数 线性 延 时 方程 的 教 值 处 理 


考虑 如 下 变 系 数 线性 延 时 方 各 
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y (z) = a(t)y(#) + b(z)y(z — r), z Z= 0, (6.1) 
y(t) = glt), t=O. (6.2) 
其 中 eo OAE MBAR, Rel a(e})<0,|6(2) |< - Re(a(#)). 
对 于 方程 (56.1) 一 (6.2) 解 的 性 质 , 我 们 有 如 下 定理 
定理 .1 考 虚 如 下 初 值 问题 
y (z) = ale)y(z) + (t), (6.3) 
y(to) = yor (6.4) 
此 处 y,a ,f:[ze 6) >C ,Re(a(r))<0 MV £22zo. FRADE 
题 (6.3) 一 (6.4) 满 足 
lyte) lSmax] | yol » max f(T) Re(a(z))] 1}. (6.5) 


ER < AG) = [| alx)dz. 则 (6.3) 一 (6.4) 之 解 为 


y(t) = AO Lyo + | soA(z)az]， 


我 们 有 
| [ e RUAG) p(x) dr | 


< |J 1- Rela (ze AGD Cr) A Rela 2)) Idx 


=< max {| f(z=)/(— Re(e(x))) I} 
r z<: 


F- Rela (a) Je PA de 
to 


= max | | f(z)/(—- Re(a(z))) I} | eP4 — 11, 


因此 
| y(2) eR AD | yo I+ (1 — BAA) 


max, | f£(z)/Z(— Re(a(=z))) l. 


s 
所 以 对 任意 的 tto, H 


| y(2) |< maxi l yo L max, I fixr) Re(a (z))) I. 
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定理 6.1 证 毕 . 
如 果 我 们 先 在 区 间 [0,r] 上 解 (6.1) 一 (6.2) 


one = alt)y(t) + b(z)y(zt — r),0<St<r, (6.6) 
y(t) = plz), z =< 0. : 
(6.6) 此 时 能 改写 为 
> = al(t)y(2) + b(z#)e(z — r), 
y(O) = e@(0). 
按照 定理 6.1, RTA (08 =<) 
| yz) '<max{| e(0) |, max | pla- rbl) 
(- Refa(x))) 11, 
注意 到 条 件 |5(2)| 志 ~ Re(a (z)) BNA 
l y(z) <l max | plt)l, Ofer. (6.7) 
继续 使 用 定理 6.1 便 得 
| yz) I= max | pli) |, Ose. (6.8) 
因此 对 于 延 时 方程 
y (zt) = aledyl(e) + b(z)y(z — r) t SO, (6.1) 
y(t) = plt), t=0, (6.2) 
满足 条 件 
Re(a(z)) < 0, £20, (6.9) 
| b(z) ISç— Re(a(z)),¢ 20, (6.10) 


那 末 其 解 有 界 , 其 界 由 (6.8) 给 出 . 

类 似 AN 稳定 性 ,我 们 也 有 

定义 6.1 一 个 数值 方法 用 来 解 DDE, 被 称 为 是 PN 稳定 的 ， 
如 果 该 方法 去 解 花 获 满足 条 件 (6,9) 一 (6.10)? 的 线性 方程 (6.1) 一 
《6.2) 时 ,其 数值 解 y, 满足 

| Ya I< max | p(t) |, (6.11) 

其 中 nZ0,h = rZm ,m BREBR. 

定义 6.2 一 个 数值 方法 用 来 解 DDE, 时 被 称 为 是 GPN 稳定 
的 ,如 果 该 方法 去 解 系数 满足 条 件 (5.9) 一 (6.10) 的 线性 方程 
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(6.1)~ (6.2) Bt, RUA y, SHERA >O 及 no 满足 


| y, |< max | pít) |. (6.12) 
对 于 方程 
y (z) = Fit ylit) yit- z)),t > 0, 
yG) = plt), r<o, %8) 
一 般 的 所 谓 单 点 配置 法 可 表示 为 


Yntl =a + AFC, + ,1 一 人 二 Bt， (6.14) 
(1 — 0)y,-a + By,+i-m ds ` 
其 中 0 所 8 所 1, mh = r, m 是 某 正 整 数 . 
用 单 点 配置 法 (6.14) 去 求解 常 系 数 线性 方程 (1.1) 或 者 (4.4) 
时 ,其 差分 格式 与 9 方法 产生 的 格式 一 致 ,因此 , 当 雪 所 9 志 1 时 单 
点 配置 法 (6.14) 是 P 稳定 及 GP 稳定 的 .但 下 面 的 讨论 表明 ,只 有 
当 6=1 时 才 保 证 是 PN 稳定 的 . 
我 们 用 人 6.14) 去 求解 (6.1) 一 (6.2) ,我 们 得 差分 方程 : 
Inst = Ya t a,LBy,, i + (1 Gyn] (6.15) 
+ bpl astm + (1 — B)y,-a 1. 
这 里 a, =halt, + 6h),b, = hb( t, + Oh). 


方程 (6.15) 成 为 
1 1—8 " 
ati = K ) + 1— a BL Our-m + (1 O) ym]. 


> An = ay Ba = b, 上 式 变 为 


Yn+i = 1 -3 D + 1 Pyles + (1 一 0)y,- = 1. 


倘 使 
1-a,(1- 0) ñ B, — 6) | 
| 1+ a, Ë [5l 1 + a,é = 1, (6.16) 
那 末 方法 46.14) 是 稳定 的 . 
我 们 先 假 定 
tessi, (6.17) 
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h | é€t} 11-8) Isl. (6.18) 
分 两 种 情况 讨论 (6.16): 
DSe- SRE 


—_— 8) Bf +40 
1 + eð 1 + a, 1 + að 
_ 1-2-4) | 1416 |g | (1-0) 
= — IF of T+a5+ 1iag 
< Loan(l — 6) + af + as ( ~ 6) 
1+ a, 
=1. 
Gia, (1 ~ 6) >1, Eat 
1-070], | Bo B,(1 — 0) 
1 + 48 ltal 1+ a,@ 
_ al -@)-1+1 A 16+! & LG —- 0) 
_ 1+ o, 
_ e, af —- 1+I B, | 
_ 1 + a,é 
_ a, tl & | 
 l+af | 


<1. 

我 们 来 指明 最 后 一 个 不 等 式 .事实 上 ,从 条 件 (6.18) 知 18, |{1 

— P1, PTA | A, | (2-202, BE | S | (1+1-20)<2, | 8, 12 

+I IC L+20). S) Aal Kan O24, A | By <2+ a, C- 1 
+20) a, (1-202 | Pul, EP a, + | Ba (E2 + 20,0. SAT 


a, 十 | B, | 
1+ 4,8 <2. 


因此 在 我 们 的 强制 条 件 (6.17) 一 (6.18) 下 单 点 配制 法 是 PN 稳定 
的 .特别 注意 的 是 当 8 = 1 时 条 件 (6.18) 自 然 成 立 , 此 时 方法 
(6.14) 便 是 向 后 Euler 公式 , 它 总 是 PN 稳定 的 . 
下 面 我 们 来 考察 (6.1) 一 (6-2) 的 理论 解 及 数值 解 的 浙 近 性 
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质 ,J.K. Hale[10,pp108,129] 曾 讨论 如 下 方程 
y (z) = a(t)y(t)+ y(z)y(t — c), 2: 0, 


ye) = plt), #<0, 
fet BS rE A , FS BH 5 
a(t) <ç—- 8 < 0, (6.19) 
Yl < ël- à -20(2)), (6.20) 


上 列 方 程 的 解 是 浙 近 稳定 的 , 即 lmy() 一 0. 但 是 条 件 (6.20) 对 


7Y(1) 是 十 分 严格 的 限制 ,天 为 当 ec( 纪 是 有 异 连 续 函 数 ,3 一 0 时 导 
到 Y(t)~0. 下 而 我 们 给 出 一 个 较为 宽松 且 便 于 应 用 的 条 件 . 
先 给 出 如 下 引 理 


386.2 WEBA YOWE 
Vt) = aG)YGO + YOY r) t 0, (6.21) 


YG) = ptt), t<0, (6.22) 

其 中 eçG(:2)220,y(z2)220,a(£)<0 ARAM, H 
y(:) S- golt} OS q < 1, V z Z 0, (6.23) 
ol s p< 0, V: Z 0, (6.24) 


而 r>0 为 常数 延 时 量 . 则 
lim Y (z) = 0. 
证 明 令 zE[0,r], 则 
YA = oY + vel — r), 
Y(0) = pg(0). 
上 面 初 值 问题 的 解 为 
Y(t) = e2 pt0) + eX |e Bo ysl - r)ds, 
其 中 
y= [sts)ds,: € [ix,€i + 1)r],i = 0,1,2,°. 


注意 到 
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Y- oft) <q Ble BY =- olt)e Val), 
我 们 有 
¥(t) < Mle2G + g(1 — Lol}, 
其 中 M= max pl). 
再 注意 到 0<g<1 及 ol1)= |"o(s)ds <- g, 得 
Yo< Mie # + q(1 — e *)} 
r= MG,(¢). 
4 tElr,2r], 0 
F) = oe) YQ) + y(z2)YG - r), 


Yir) = Yir). 
LARERE E 


YG) <e2Go(2)M + AOS EO y(s)Gols — r)Mds. 


使 用 第 一 积分 中 值 定 理 可 得 

O YKE Galr)M + qGol tO) 11 - eD) M 

<eLi Gyr) M +gM i1- 2} 0L kt =< r. 
容易 验证 g<Golr) ,我 们 有 

YO leI Gole) + q[1 — MPM 

: = G,(z — r)M. 

BS C [27,37], 2UMA 
Yw< eG (r)M + e200 [eB y(s)G,Gs ~ 27) Mds 


< [e2 G(r) + gG EDL — eX JM, 


EP OS =. 
再 注意 到 G1(r)<Go(r) = G1 (0) ,我 们 有 


YE MGo(r)le2e + q[1 — e2 ]} 
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= MGo(r) fe Mtr?) + gli _ e Mt-2) ]| 
= MGo(r)Golt ~ 2r). 
+ E[r, 4r], WT B 
Y< eX G(r Go IM 
+ eX! Ey Gol 2) Gols _ 3r)Mds 


=< feXa Galt) + Gol CT — e> | Gaz) M 
= Golr)M je i G (r) + q[I — efta] 
= Golt}) MG 一 3r). 
q 2€[4r,5r lEt, BTS 
¥(2) < Gol r¥®MGo(t — 4r). 
当 zEf5r,6r] 时 可 得 
Fa) < Go(r)2MGi(t — 5r)， 
进而 用 归纳 法 可 以 证 明 
YO) < Gole)*Golt — 2ee)M, (6.25) 
2&r = t =< (2k + l)re, 
YQ) S GolrYGile — (2k +1)r)M, (6.26) 
(2k + 1)r < t =< (2E +2)r, 
k =0,1,2---. 
注意 到 0< Goftr)<1, 便 有 
m Y(2) = 0. 
引 理 6.2 证 毕 . 
下 面 我 们 将 考虑 方程 (6.1) ~ (6.2) 的 数值 解 ,假定 其 系数 
a(t), bir) HRA (6.23) ~ (6.24). Bl 
y(t) = a(t)y(z) + x(z)y(z — r),r 20, (6.27) 
y(t) = p(t), t<0, (6.28) 
I blt) I- gRe(alz)), zt220, (6.29) 
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Re(a(z)) <— 8 < 0, t=0. (6.30) 
类 似 于 引 理 6.2 的 证 明 方 法 ,可 以 指明 (6.27) ~ (6.302 
一 解 yQ)-0G> oo) .按照 这 一 点 ,我 们 也 希望 它们 的 数值 解 @, 
ETIE y, r0, nco, 
定义 6.3 ”一 个 数值 方法 用 于 求解 非 自治 的 延 时 问题 被 称 为 
渐 近 稳定 的 , 倘 使 用 此 方法 求解 (6.27) 一 (6.30) 时 ,其 数 解 ju1 对 
任意 站 >0 WE 
lim, = 0, 
APOm —d)A =r, OS8<1,2, = nh ,y, —y(t,). 
考 虚 用 最 简单 的 8 方法 去 求解 (6.27) 一 (6.30) 
Pett = Ya 十 hOBL aC tat ) Yat + b(t Yaar m+8] (6.31) 
+h(1-—B)[a(z,)y, + Elta) Yn-m+8d- 


不 在 网 格 上 的 值 采 用 线性 插值 
Yntl-m+8 = yrs2m 十 《1 一 合 ) yn+l-ms (6.32) 
Ja-m+8 一 全 yn+1 mm 十 (1 一 8) ye。 nm ， (6.33) 


代入 (6.31) 得 递 推 关 系 
dart = y, + ROla tari) yest + Blati) (Bynt2_m 《6.34) 
+ (t- 8) Yn+i-m)] + RCL- Mlale on 
+ btn) Byori-m + (1 — Ə9)y,-a)]. 
定理 6.3 @HKERMBEH, SAMS 0=1. 


证 明 0<<b< 才 .对 常 系数 的 试验 方程 
y(t) = ay(t) + by(t — r), ¢ 0, 


y(t) = plt), t=O, 
其 中 系数 a,b 满足 条 件 
Rela) < 0, (6.35) 
lb 1<- Rela), (6.36) 


条 件 (6-35) 一 (6.36) 蕴 会 着 条 件 (6.29) ~ (6.30). 本 章 第 2 节 定 
理 2.8 指明 6 方法 是 GP 稳定 的 , MBM <<. 因此 , 当 
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0<<9< 池 时 不 可 能 是 浙 近 稳 定 的 . 


当地 0<1. 考 虚 如 下 特殊 方程 : 
y' (t) =- althy(@) — Ba(z)y(t — r), 220, (6.37) 
ylt) = plt), 20, (6.38) 
此 处 ai - 244. 显然 上 列 方程 之 系数 满足 条 件 (6.29) 一 
(6.30). 
RAR, BIS A= 7,8 =0, FH (6.34) 3k 
Yarl = Yn + Ola Cio dynes + City d (6.39) 
+ (1 ~- Olalt diy, + bla} Yal» 
1-(1- 0)e(t,) - 8 Pal tnt) 
Sati = 1+ alia) 


ACL — p)a(t,) 
l+ (it) Yul 


HP A=r=1. 
Fe EP ia (r. Det 来 说 其 有 周期 性 , 即 
alo) = alia) =~ = altu) = = e = 128, 
alti) = alta) = = = altan) = = = f = 745. 
> 


Y; = (ye sye) T 
于 是 (6.39) 能 写成 
Y, = AnYns 2 0, 


其 中 
1-0 - @alt,) -@altay) — 0(1- Bas) 
A, = 1+ alta 1+ Gta) 


1 0 


S n=0, W] a(t) =e, alt DFfR 
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1-(1-@)e-@f ~00-@e ad 
1+ of 1+ OF - |” |， 
0 i 0 
1—- (1 OfF- Pe À—-00 - 0 f a e 
A= 1+ & 1+ ĝe -| ?|， 
1 0 1 Ò 
¿d +c, c,d 
B=AjAg=| 1 7 17), 
di da 


Y; = A, Yı = AiAg Yo = BY a. 
利用 atz,) 之 周期 性 ,可 得 
Ya = BY,, a = 0,1,2,.…. 


那 未 Y->0(z 一 oo) 当 且 仅 当 B 的 谱 半 径 p[B]<1. 可 以 验证 
p[B]>1( 参 看 文献 [41]) 从 而 当 才 委 g< 1 时 不 可 能 是 源 近 稳定 
的 ， 


4 8=1,n=0,# 
1 hb(ti) 
X= IZ hale, T I- halt, 6-2 + (1-8) y mat). 
因为 
4 — ghRe(a(z))| — 1+ ahg. 
1-ARela(z)) |= T+ ag TPSL 
因此 


lyn |< p max | p(t) |. 
使 用 归纳 法 能 够 证 明 对 一 切 asm — 1,8 
| yy ISP max | plz) |. 
Wn=m,RiNA 
| yxa | | 这 这 | | yw | 
+ | te | | Byz + (1 — BY)y1 | 
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1 一 AgRe(a(t,.4 )) 
< p+ max | p(t) le I hRelal aD 
<p- max | pít) |. 

对 一 切 rm, REA S H 


| yari | promt? Tmax, | p(t) i. 


Ei £, 光一 0 当 noo 6.3 证 毕 . 
84.7 数值 方法 的 PL 稳定 性 


考虑 如 下 试验 方程 ; 
y(t) = ay(t) + bylt — r),t Z 0, (7.1) 
ye) = plt), <0, (7.2) 


Hp a,b 为 复数 ,r>0 HENS, o( OADM. 
研究 (7.1) 的 措 数 形式 的 解 y(t) = c*e? rh 为 待定 常数 . 
代 人 人 {7.100 得 其 特征 方程 
t-a-be® = 0. (7.3) 
在 第 四 章 8$4.3 曾经 指明 ,如 果 方 程 (7.3) 的 一 切 零 点 有 仙 的 实 
部 , 那 末 (7.1) 之 在 一 解 y(z) 满 足 
limyt) =0. 
另外 对 {2.1) 的 指数 形式 的 解 y(:) = c-e! ,还 满足 
x(G th) a 


yay ~ ©? 
及 
ywGth)_g :0. 


nie yk) 
根据 这 一 点 ,我 们 也 有 理由 要 求 一 个 数值 方法 去 解 方程 (7.1) 一 
(7.2) 时 ,其 数值 解 1y,1 满 足 


Sn+l =0 
Rei) =o Yn 


SERN BR nO 成 立 . 


我 们 首先 要 研究 的 问题 是 方程 (7.1) 之 系数 要 满足 什么 条 性 
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才能 使 得 (2.3) 的 零点 满足 Re(t) = - co 
引 理 7.1 设 (7.1) 之 系数 a,P 满足 Im(a 20, W (2.32 St 
A t WWE Re( tt)<0 当 且 仅 当 
{i} Re(a)<0, 
Gi) [6i<—-Rela). 
这 个 引 理 我 们 在 下 一 章 中 以 推论 的 形式 纵 出 . 
除了 条 件 ( 记 一 (过 成立 外 ,我 们 还 假定 
b| 
(P) im Rela) 
3187.23 ECT. 信之 系数 a,6 W U (i) — GAP), BK 
(7.3) 之 一 切 零 点 二 满足 
adim „Rel £) = 一 co. (7.4) 
证 明 407.32 —-FA £= =x+iy. WI 


|£-1| = bt 
a aq 


或 
-= lėle 
如 果 当 Re(a )= — ohf, z 并 不 趋 于 - o, 则 考虑 两 个 序列 la 及 
15.} ,它们 满足 条 件 ( 仆 ) 一 (及 {PP) ,对 应 {7.3) 的 零点 为 OL = x, 
+iy,, A noot} (Rela) >- o )r, 并 不 以 一 品 为 极限 .此 时 
jz 中 有 一 子 序列 |zo } ,仍然 记 为 fz,] ,使 得 Tat — y WHER n 
21 成 立 , 这 里 y> HRM. EK 
lb, l| _ xr 
lal 5T 
HF Re(a,) = — oN Ref £, ) = =, 不 以 一 oo 为 极限 , 故 上 式 右 端 
当 n>oo 时 不 趋 于 零 .但 这 与 ja ] 及 15,} 之 假设 蔬 捕 . 引 理 7.2 证 
毕 ， 
定义 7.1 一 个 数值 方法 被 称 为 是 PL 稳定 的 ,当量 仅 当 用 它 
去 求解 系数 满足 条 件 0i) 一 (二 的 方程 (7.1) 一 (7.2) 时 其 数值 解 
y O(n oo) ,以 及 用 它 去 求解 系数 满足 中 一 (让) 及 {P) 堵 ,数值 
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£F 1 


& 


= e * 


ay 


解 y, 满足 


wi t= 0, Vn 20, (7.5) 


RE L. = nh , mh =r, m HARA. 
注 1 如 果 在 定义 7 了 .1 中 ,(7.5) 式 对 任意 步 长 h >0 成 立 , 那 
末 我 们 称 此 方法 为 GPL BEN. 
下 面 我 们 将 给 出 所 8 方法 为 PL 稳定 的 充分 必要 条 件 . 为 此 
考虑 块 9 方法 (参考 本 章 84.5) 去 求解 (7.1) 一 (7.2)， 
Zoi =Z, + AGB[aZ,,) + OZ,41-m | (7.6) 
+A- 0)B[aZ, + Zn], 
Z= t CEC 代 人 上 式 , 便 得 此 差分 方程 的 特征 方程 
b. (z) =det[ (I — @B)2"7! — (I + (1 — DB) (7.7) 
- Bz — (1 — 0X6B]=0, 


m 
limZ, = 0@ p, (z) = 0> | z 1< 1, 
以 及 
fin i Zen -or = o>} 
nae [Z I] 7 lim z=0)° 
Rela} 一品 
换言之 
(z) = 0 一 
块 9 方法 是 PL 稳定 的 of Ce) } 
mm = 9 
我 们 知道 


ba (z) = i fa — Gaz"! — (1 + (1 — Oya) 2 


- buz — (1 — HBr], 
Pr 138 ATA ee 3 u 
plz30,a,6,p) =(1 — p) — (1 + (1 — a)” 
— bpe — (1 — 的 到 
零点 z 的 性 质 .我 们 把 p(z;9,& ,Bb ,px) 改 写 为 
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Plza, b,a) = 2"! — an er Pa 


_ (de + (1 — OB 
1- Ge r 
我 们 必须 研究 在 什么 情况 下 P(z:0.a b. p DFA z 满足 
lm x = 0. - 
Raj» 
令 9=1. 则 
Beeson a- HA 
《本 十 人 一 的) 
= garl — 1 z" — bu z 
1 — aype 1 — Gp 
置 


—1 _ — b 
1 一动 一 T- ap = fle). 


则 当 Re(a)— — ot} e—>0 £ fle)—d, 
p(z36,4.,5>p) = 


zm+1 一 e" + fle)z. (7.8) 


按照 多 项 式 零 点 的 位 置 的 定理 ,如 果 z 是 上 列 方程 的 零点 , 则 
tz I maxil e |, | fle) I] +1. 


从 而 当 Rela )>— cof}, EWR p(236,4,6, 029M = 只 能 为 


ARE cick BARI. 


Izl” lel” + | f(e}l&--0,(Rel(a)>- oo). (7.9) 


由 此 可 知 当 9= 工时 块 9 方 法 (7.6) 是 PL 稳定 的 . 
PALILI ERB (z: 0.2 5, )=0 改写 为 


te at =O, + [e+ = Oe , (7.10) 


I4- 8] = ~ 0]ap: 


A Re(a)— — off ,e—0 及 g(e)->0.(7.10) 成 为 
on ara rina ot gle). 


因 密 项 式 之 零点 连续 依赖 于 其 系数 , 那 末 
fe+(1—8)) {eyr + lit Ol ace) ， 


lime (e)"*! = lim [e- 8] 
得 
z(0)=*1 = ü 2,00)", 

上 列 方程 有 一 零点 z= (0-1)/040. 8k 5 Re| a | — — oO Jr E 
《7,10) 有 一 零点 z(e) 888 FP. 

定理 7,2 抉 5 方法 (7.6) 是 PL 稳定 的 , 当 且 仅 当 0=1. 

注 1 只 要 适当 引进 某 种 插值 , 便 可 讨论 块 0 方法 的 GPL 稳 
定性 . 


$4.8 fast Runge-Kotia 方法 的 GPL 稳定 性 


在 上 一 节 , 我 们 曾 讨 论 了 块 8 方法 徇 PL 稳定 性 ,结论 是 块 0 
方法 为 PL 稳定 的 充分 必要 条 件 为 8=1. 对 于 常 微 分 方程 初 值 问 
题 


CE) = fle, U(t)], (8.1a) 
Ulig) = Ups (8.1b) 
我 们 考虑 如 下 隐 式 Runge-Kutta 方法 : 


Kyi = Af (ty + chrun + DayKn j) i = 1 ~ v, (82a) 
j=1 


tinti = Un + > bn, n = 0, (8.2b)> 
i=1 


HYD = 1,C, =Xapu,_ Ulin) st, = t, + nh ,h D> 0 BBE 
步 长 .有 时 ,我 们 也 简单 地 用 矩阵 的 记号 来 表示 方法 (8.2) 


z7 (8.3) 
HP A = Cay dyna b= Chib b) C= Ceca ycv)7. 为 
检验 方法 (8.2) 对 于 求解 ODEs 时 的 工 稳定 性 ,我 们 常用 (8.2) 去 
求解 试验 方程 
U“ (zt) = az), Re(a) < 0, 
U(to) = Uos 
可 得 如 下 递 推 关 系 ( 见 第 二 章 82.2) 
wat = r(h Junon SO, 
这 里 un~ Ulta), & = Ah, UE 
r(h)=1+ het -— hA) te, 
RE e=(1,1,---,8)7. 
定义 8.1 Rg) q 的 函数 ,g HARE. 
{ 工 ) 倘 使 对 任意 的 Reg) <0> Rig) <1, FRR R(gq) 是 
A 可 接受 的 . 
(H Fi R(g) 是 A 可 接受 的 ,而 且 
aim R(q) = 人 ,于 是 称 R(g) R: L RH. 
为 了 讨论 IRK 方法 (8.2) ,求解 廷 时 微分 方程 初 值 问 题 
U's) = Flt, DD Ur)), 10,7 > 0, 
U(t) = plt), #=< 0 
的 数值 稳定 性 ,与 前 面 一 样 ,我 们 用 (8.2) 去 求解 如 下 试验 方程 : 
U = aU(t) + 5BU(z — r), zt>0,r > 0, (8.4) 


U(t) = p(t}, t< 0, (8.5) 
其 中 系数 a,b 满足 如 下 条 件 ( 见 本 章 $4.7) 
| b I<- Rela), (8.6a) 
: tbl 
mdf Rela) ~ 0 (8-6b) 
可 以 得 到 如 下 差分 方程: 
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K, = halu, + Dy aK) 


+ hb[u,-a+8 + Pakana) i =1~v, (8.7a) 
jel 


Unt, = Hn + DK, a =0,1,°", (8.7b) 
#=1 
其 中 
r= (m — à)h,0=< ë < l.u,-m+2a KK, mia =< j =< v) 
用 Lagrange 插值 来 表示 ,它们 定 文 为 
s 
于 am 省 = DLp (CB) mp: (8.8a) 
p=-r 


s 
K, +a; = 2 L (0)K,-. . 15 ;j=< u, (8.8b) 
P=—r 


号 

L) = TI (E=). (8.8c) 
ZP 

m>S+1. (8.8d) 


方程 (8.7) ,联合 插值 4&-8) 可 用 向 量 的 形式 来 表示 
K,= Tug t TAK, + b ( >)L,(8)u,-mip le 
poor 


+ BA (ËL (8)Ky-mep)s (8.9) 
poor 


Unii = u, + bK, (8.10) 


其 中 


K, (Kyo Kaae Kad 


可 把 (8. 细 一 (8.10) 写 成 矩阵 的 形式 


Poe dl I 


FA m| È LK mp 
+ [ 0 o) 2 L 8) uy | (8.11) 
(0 Ee) a 

0 0/|> LB)u nsp 


为 了 得 到 差分 方程 (8.11) 的 特征 方程 , 令 
K. 
Í 7 |- 2 


Bat 


{EA (8.11), BR IEE (e408 
I- RA Ü gael 0 ze 
al -BT D? ~ (o 1 Je 


- Eren - (。 or h= o. 


把 土 面 的 特征 方程 记 为 
T (z) Tale) 


bn @,B 8,2) = de net 0, (8.12) 
其 中 
Tifz) = U- FA)" — BA DIL, (8) et! 
=[r- {z + FD, fem, 


=-= 


Tolz) =— Bez" — be DIL, (3)z?, 


T3(z) 三 一 b's mtl, 
Ta(x) = ett! — z. 
mE deti T, (2) } 0, BARD E(B. 12) SH F 
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det! T, (z)|detl T(z) 一 T3(2)T,(2) Tle) = 0, 


(8.13) 
{ 见 甘 特 马赫 ;矩阵 论 , 上 册 ). 于 是 (8.12) 变 为 
Tale) — Ts(z)T (z) !T(=) 
= gti a -Tl (1 — A( z + 5 PAG) Jeme) J? 
-mtl 2™( até Suse). = 0. 
定义 
q(z)= Z +b >r, (Sjem, (8.14) 
于 是 方程 (8.12) 的 非 零 根 z 满足 
z= r(g(z)). (8.15) 


定义 8$8.2 CARR $4.7) 一 个 数值 方法 被 称 为 PL 稳定 的 ， 
当 旦 仅 当 该 方法 求解 系数 满足 条 件 (8.6a) 一 (8. 邱 ) 之 方程 (8.4》 
一 {8.5) 时 它 是 P 稳定 的 ( 见 第 四 章 人 4.1) 并 且 其 数值 解 1x.,1 满 
是 


lim “#2 = 0, (8.16) 


he tty 
EP u, ~ U(z,),t = nh ,mh = r. 
定义 8.3 ”如 果 定 义 8.2 中 的 (8.16) 式 对 任何 h >0 成 立 ， 
那么 称 此 方法 是 GPL 稳定 的 . 
我 们 回忆 了 PL 稳定 性 及 GPL 稳定 性 的 概念 后 ,那么 下 面 的 
陈述 是 显然 的 事 . 
(a) 方 法 IRK(8.2) 是 A BENOr( h )E A 可 接受 的 ; 
(b) AE IRK(8.2) 是 工 稳定 的 千 r( 记 ) 是 上 可 接受 的 ; 
(c) 方 法 IRK(8.2) 是 GP 稳定 的 时 ph (2,6 ,8,2)=0> 
1|z=|1<1; 
{d) 方 法 IRK(8.2) 是 GPL BEHSp,, (z , b ,ë,z)=0= 
1zi<1 玉 lm jz1=0 
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引 理 8.1 + 
r(z,6) = DL), 
p=-r 
于 是 |r(tz.3)|1<1(1z|=1 当 且 仅 当 ,r> 近 3S< 扫 ~r+2. 对 于 更 详细 
的 情况 ,可 参阅 第 四 章 引 理 3.5. 
JE 8.1 A Runge-Kutta 方法 (8.2) RGA 
Brsssr+2 k mstl RAER GPL 稳定 的 充分 必要 条 


件 为 它 是 工 稳定 的 . 
证 明 设 方法 (8.2} 是 工 稳定 的 ,我 们 首先 证 明 它 是 GP 稳 
定 的 .按照 陈述 (ec) 只 需 证 明 
Pml E, b 8z) = 0=> | z |< 1. 


令 
R(z,8) = SIL (ae, 
poor 


mw 
Re, l= rle, ĝ) liz "TIl, (Iz =1), 
注意 到 m>5S+1 及 Rœ, 8)=0, MHR AA RKR 


1R(z.d) i<1 Vie | 之 1. 
于 是 
& 
| & DLS |< E 1<- Rela). 
b=-r 
注意 g(z) 的 定义 ,我 们 有 


Re[g(z)] < 0 

对 一 切 |z| 汪 1 K 028 < 1 成 立 . 
假设 o.02,6 ,8,z) 有 某 个 零点 = ,| = | 之 1, 于 是 因为 方 

法 (8.2) 是 A 稳定 的 , 故 rl(g) 是 A 可 接受 的 , 令 Re(q( z ))<0, 
导致 detfTif z )| 关 0. 按 人 (8.413) 有 

z = r[q( z )], 
K 

iz I=lr(g(z)) I< 1, 
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这 与 假设 矛盾 ， 

我 们 再 来 指明 方法 (8.2) 是 GPL 稳定 的 . 这 只 需 证 明 pn 
(2,6 ,8,2)=0>, lim 2-0. BH nla, ,8,2)ZRES 
M24 Re(a )—= — OB ERG PR. 于 是 至 少 存在 一 个 序列 
laah d Enh 12.1. 它们 满足 palan bns, 2n) =0, H5 
| 5 ,| Rel z, > 0(n =) z, | a >0 对 一 切 nN 成 立 . 
RNR 0<0<1.4 


£ s 
an = Rela.) z y L (a)? 
于 是 存在 某 个 正 数 M >0, 使 得 


| aq |< | Rates |= — (m — œ). 
这 导致 对 充分 大 的 n 
Ent+ b, SC) he = a, +a,Re(a,). (8.16) 


poor 


其 实 部 小 于 零 , 即 Re(q(2,)) <0, BK PRM IDA n, 有 
det! T, (Z, )|0.8 (8.155848 


2, = r(q(2,)), (8.17) 
注意 到 «7 0(n- OO R(8.160)AA 
limRe(q(2,)) =- =. (8.18) 


(8.17) , (8.18) RE (b) ,我 们 得 
im?, = limr(q(2,)) = 0, 

345) 2, [eo >On SNF SH. 这 便 完成 了 定理 8.1 之 证 

明 . 
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第 五 章 ”线性 延 时 系统 的 数值 处 理 
$5.1 渐 近 稳定 的 充分 条 件 


对 于 线性 延 时 系统 
y(t) = Ay(z)+ By(t~ r), 20, (1.1) 
y(t) = é(z), t <0, (1.2) 


其 中 A= (aj)nxws B= (by)sx Ne EL REE, + > 0 是 常数 
延 时 量 ,$(1) 为 已 知 向 量 函 数 ,y (2) = ( (1), y (e), =", 
ys EDT 为 未 知 向 量 函 数 ,我 们 有 如 下 定义 

JEM 1.1 如 果 (1.1) 的 在 一 解 ye 98 E 

limy(e) = 0, 

RHR RAER. 

为 了 研究 (1.1) 为 浙 近 稳定 的 条 件 , 令 (2) eE 38(1.1) 
的 指数 形式 的 解 , 其 中 EC CN 是 待定 向 量 .将 它 代 入 (1.1) 式 ,得 


(sl --A- Be ™)é@=0. (1.3) 
(1.3) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 
det(£I — A — Be F) = 0. (1.4) 


方程 (1.4) 称 为 (1.1) 的 特征 方程 .从 文献 [8 了 我 们 还 有 
定理 1.1 下 列 命题 是 等 价 的 : 
对 于 任意 的 r>0,(1.1) 的 一 切 解 y(z) 满 足 
limy(2) =0, (1.5) 
det( {i — A — Be t) = @=Re(t) < 0, HERA r > 0 成 立 . 
(1.6) 
有 了 这 个 定理 ,我 们 侈 需 考 虑 ,在 什么 条 件 下 ,(1.4) 的 零点 二 有 
RR. 
定理 1.2 设 特 征 方 程 中 的 A、B 满足 
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G) 3(4)= 寺 Mn(A+A")<0， 

Gi) IBI <~), 
则 对 一 切 5>0,(1.4) 的 一 切 零点 有 负 实 部 . 

征明 > C= r+ iy 是 (1-4) 的 任 一 零点 ,A= H +iH, 
其 中 


Hi = 4(A+A"), Fy = 2(A-A*), 


它们 都 是 Hermite ER. (1.4) nae HUANHE £340 使 得 
[tr - A — Be F] = 0. (1.7) 
AEE, 2) = | 8 l2=1,#(1.7)8832 35 £ EAR A 
ECEE) - (AEE) — (BE, Be F = 0, 


B 
x tiy — (16,8) ~ i(H26,£) = (BE, pye". 
> 
(BE,é) =| (B, | e>, i=V-1, 
于 是 
z ~ Hit,€) = | (BE,EY | cos( p — yr) -e 7. 
Mi 


x- (HEH <= || Blle™. 
根据 Hermite 矩阵 的 特征 值 的 极 值 性 质 ， 
za (A +A) < lB le>. 


0, 
-去 hmu(A tA) Sa—FAnm(A +A") 


= ||Blle™ 
< Bl. 
得 这 与 条 件 (这 一 (这 是 违背 的 .定理 1.2 证 毕 . 
推论 1.3 ”如 果 方 程 (1. 匡 之 系数 4,B 满足 条 件 (和 一 (ii)， 
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那么 人 1.1) 是 渐 近 稳定 的 . 

定理 1.2 的 结果 容易 推广 到 多 延 时 量 的 方程 ,如 

y (#)= Ay(z) + Bily) — rı) + Baylt — ra) + -e 

+ Bvt ~ ta). z= 0, 
y(t) = $t), z£ =< 0, (1.8) 

其 中 

A= (ay)wxnB = (bg nxn 0 < z; = r,l Sj =< m, 

HE) = (902) (2) yy), 

yt — ri) = (s (t — 9 2 re) y(t — 7, 

1=< i= m. 

容易 导出 {1.7) 之 特征 方程 : 


delg- A — Set ]=o. (1.9) 


类 似 地 有 :,(1.7) 是 渐 近 稳定 的 ， Samy, (1.9) 的 一 切 零 点 有 负 
的 实 部 ,用 类 似 于 证 明定 理 1.2 的 方法 可 证 明 
定理 1.4 ”对 任意 正 整数 m2>1 , wR 


OY A)= amA +A*)<O, 


(uy > HB, || <- (A), 


则 方程 (1. 9 对 任意 0<_¢S7,1lSjtm, AAPA CRE 
Re( £)<0, MTC. 7) 6 8 r BRE BY. 
定理 1.2 的 另 一 种 推广 是 考虑 如 下 系统 
w(t) = Ay(z2) + By(z,) 220, (1.10) 
y(t) = (2) t=<0, (1.11) 
其 中  . Rë 
w(t.) = [yt r)a yat — t2) ytt Ty) 
O< nar, LIN. 
& y(r)=e5. &,6€ CN , 那 末 
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yt) = egdiagie Yi,e F: e Es] g. 
容易 导出 (1.10) 之 特征 方程 ,为 
dal tT — A — Be] = 0, (1.12) 
其 中 
eT = diagle “t,e Fa... e Ew]. 

再 用 类 似 于 定理 1.2 的 证 明 方 法 可 得 

定理 1.5 ” 谈 系 统 (1.10) 之 系数 和 ,日 满足 条 们 人 一 (ii) , 那 
来 方程 (1.12) 的 一 切 零点 有 秽 的 实 部 . 

对 于 给 定 的 矩阵 A,B, 条 件 (i) 一 (i 简洁 明了 ,有 了 时 也 有 实 
用 意义 ,验证 也 较 方 便 .但 是 这 个 条 件 是 否 太 强 了 呢 , 回 答 是 肯定 
的 ,文献 [30] 中 曾 考虑 如 下 特例 


yilt) = aye) + byyfe— t2), 上 之 0， 
1 aea (1.13) 
yalt) = a,y,(t) + bzy (t ~ zt), 
曾 指明 , 当 
Re(a;) < 0, í = 1,2, (1.14) 
1 bib; |< Rela,)Relaz), (1.15) 
特征 方程 (1.12) 之 零点 上 有 负 的 实 部 ,其 中 
al 0 _ (0 h 
A= h |: B= B o 
此 时 特征 方程 (1.12) 变 为 
GCE) = t? — (ai + az) + aaz — bine =0, 
HP a= =+ rx. * 
bib = | bib; | e*,£ = x +iy,d = ty + t2. 
我 们 有 
[< — Re(a,)][2 - Re(as)] — [y — im(a1)(y — Im(as)] 
= | biba | e “eos($ — dy), (1.16) 
[z ~ Re(as)][y ~ Im(ai)] + [(z ~ Re(ai)][y — Imta2)] 
=| bb, | e “sin(# — dy). (1.17) 
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Eth (1.16) ~ (1.17) AAEE (x 一 Re (aií)), ( y 
一 Imtai)) 的 线性 方程 组 ,用 Cramer 法 则 求 之 
| biba | 
1 € — a; |2 
+ (y — Im(ao))sin( $ — dy)]. 
利用 Cauchy-Schwatz 不 等 式 
[= — Re(az) Joca(# — dy) + [y — Im(az) Jsin( $ — dy) 
< |[æ — Re(a,)] + Ly — Imla) FH? =1 g- azl, 
因此 


x — Re(ai) = e “T(x — Re(a2))eos( é — dy) 


|l bibal _ 
z- Rela) S T£ ax TŠ dr. 


类 似 地 


| bibal ae 
a Rela) = Fg a, lË 、 


# xz Z0, Ei E A 38. FEE t EGEA, MA 
|£—ail+|£- a| = lbibale "JA 
| biba 1< Re(a,)Re(az) 
=< [= 一 Rela) jle 一 Re(a;)] 
<I bb, | e * 
=l hb |, 
这 是 不 可 能 的 ,从 而 = <0. 
容易 验证 条 忻 (1.14) 一 (1.15) 较 之 相应 的 条 件 (i) 一 (让) 己 . 
有 趣 的 是 ,在 1993 4F in'thout 给 出 了 系统 (1.1) 为 浙 近 稳定 的 充 
分 必要 条 件 ,我 们 在 下 一 节 给 出 . 


$5.2 一 个 充分 必要 条 件 


这 一 节 ,我 们 首先 给 出 系统 (1.1) 为 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 
件 , 然 后 研究 用 8 方法 求解 时 的 稳定 性 问题 . 
定理 2.1 下 列 命 题 等 价 
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对 任 一 z > 0,(1.1) 的 任 一 精确 解 yi) 满足 
limy(z) = 0, 


det[ tT — A — Be *] = O Ref) < 0,(V + > 0), (2.2) 
i € al A]=>Rela) <0, 


(2.1) 


el(tr- A) 1B] < 1, C¥Re(f) = 0,£ 0), (2.3) 
-1€ os[A 1p]. 
TEA ”根据 定理 1.1, 陈 述 (2.1) 与 (2.2) 是 等 价 的 . 我 们 仅 需 
指明 (2.2) 与 (2.3) 等 价 即 可 ,为 此 令 


1 ti 1- P: 

Lene 一 s 

“To 1+ i = i) 
假设 从 .3) 成 立 ,我 们 要 推出 (2,2) 成 立 . 

Hoy Re( A) < 0, BF D: [4]S SI . BAS Se sista 
-4)-LB REE Ç 的 代数 函数 ,再 注意 到 o [(tI- A) +B] 
一 从 4 reo ,于 是 利用 无 界 区 域 的 最 大 模 原 理 知 

pl (gi ~ AY'B] < Sup [(gr — A)”'B], vt € si. 


所 以 


pl(tr-A)'BJ <1, 当 Re( £) > 0. (2.4) 
HERS V Re( C00 时 有 
det[ tT — A — e FB] = O@e* € o[(t1 — AYB]. (2.5) 
如 果 
det[ tT — A — e ËB] = 0 Re(t) > 0, 
那 末 利用 (2.5) 式 ,将 导致 (2.3) 及 (2.4) 式 不 能 成 立 , 从 而 (2.2) 式 
成 立 . 
假设 (2.2) 成 立 , 我 们 来 推出 (2.3) 成 立 , 我 们 首先 证 明 , 如 果 
AEo[A];, 则 Reta}<0. 
BAK AC cA], Re(A) >0. £$ 8M À APHID 
5.24 CC DW. Re( 0) >0 R(tl- A) 1! 存 在 . 设 太 是 复 值 函数 ， 
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HEDERA®, HER. 用 [argf (8)]s RRM AEA, 
AUDEMAR. E A Do k PH SR, WE larg ole Æ 2r 的 
ERN. G =>0 充分 大 ,使 得 p[e FI-A) B]<1 EX). 
Xa c 10,1] 

hal E) = det[I — ae (gI — Ay'B]. 
那 末 对 一 切 8E SAS) AO. Me largh (0) y 是 2x 的 整数 倍 . 进 
而 


Larghe (E) lz = +Í (Ah lat 


是 10,1] 上 a 的 连续 函数 , 故 一 致 连续 ,由 此 推出 

[argh (E) lg = [argho( g) ls = 0. 
从 而 

[arg det(tI — A —e *B)]s = [arg det( tI — Aly. 
应 用 幅 角 原理 
det[ ET — A-e*B}] 及 det[ tI - A], 
在 于 内 部 有 同样 多 的 零点 ,有 即 dali- A— e “8] 在 如 内 某 些 点 
上 为 零 .但 这 是 违背 (2.2) 的 . 故 YAEoc[A]=>Re(4)<0. 
从 (2.2) 容 易 看 出 
(i) pEi- AY 'B]=>la|21, 
(Re(€)=0, t£>0,£€o[A]). 
进而 
Gi) pi- A) B]J=0, 15 一 oo. 
最 后 , 令 AC [A], B Re(A)=0.* ESMA 

pe, 0) = detali- A) — B], 
假设 存在 正常 数 e,C>0, 使 得 当 |5 - A IS e Rt, pl SEA 
;都 满足 | | 二 C ,于 是 能 够 证 明 pla, A )=0. B25 (2.2) EE 
WED. 8k 
Gii) pler- A) 1B] oa. 
pl (tI- A) {Bl £ #E[C:Re(t)=0,FE€c( Al EMER 
x, AG, Gi) BG) Ba Esl Alef Re(A) <0. BA (i), Gi) AA 
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才 推 出 的 结果 知 当 Re( 0) =0,6%0 t p[(tr- AJ 1B1<1. 
-1€s[A 'B] 是 容易 娩出 的 .这 就 完成 了 定理 2.1 之 证 明 . 
下 面 我 们 用 单 支 法 及 8 方法 去 求解 (1.1) 一 (1.2). 
Yntl = Yn + hf(z, + h Dni + (1 — 0)y, Ota + (1 ~ Pun), 
(2.6) 
Yari = Yn + AOC taris Insts Ua? + ACL OS Cte Yas Un) 
(2.7) 
其 中 
Ua = By,+1-= + (1 — Oye (m — Hh = r,m Bi, 
0=<80=1,0= š <1. 
令 
X = AA,Y = AB. 
用 (2.6) 或 (2.7) 去 解 (1.1) 一 (1.2) 时 ,得 如 下 差分 方程: 
(i- OX) vast =(I+(1- aX)», + YY +2—m 
+ (601 — 0) + 0(1 — 5)) ¥y,41- 
+ (1-— 6)(1 — 0) ¥y,_,; 


(2.8) 
为 了 导出 (2.8) 式 之 特征 方程 , 令 y, = 27 E. GC CN 是 待定 向 量 . 
代 人 (2.8) 得 
CE- @X)z"”*1E =[(I+ (1 — 0)X)z" + B0Yz? 
+ (81 — 0) + 8(1 — 6ó)) Yz 
+(1- 6)X(1 — 0)Y]ë. 
令 . 
plz,8)= (8 +1-8)(@&+1-a)Y, (2.9) 
Q(2)= =(I - aX) ~ (I+ (1 - 0)X) 
=z-1-(0 + (1- 0))X, (2.10) 


那 末 差分 方程 (2.8) 之 特征 方程 为 
det[ 2"Q(z) — p{z,d)] = 0. 
显然 ,差分 方程 (2.8) 在 {X,.Y) 处 是 3 稳定 的 , 当 且 仅 当 
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det[ 2"Q(z) — p(z,8)] = 0> | z I< 1. 
我 们 有 如 下 严格 的 定义 : 
定义 2,1 令 ( 久 ,了 ) 是 给 定 的 一 对 N x N 矩阵 . 于 是 递 推 
过 程 (2.8) 被 称 为 在 (X,Y) 处 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 
(a) jEEE(I — OX — OY) W V0 < ó < 1 WM, 
(b) 20931322 HB (2.8) 所 产生 ,满足 lim y, =0. 
于 是 ,差分 方程 (2.8) 在 (和 ,了 Y) 处 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 
{I 一 BX - dy) F VOSA < rye, (2.11a) 
detl 2"Q(2z) — p(z,6)] = 0 
= = I<1 (Wm 210<8< 1). (2.11b) 
再 考虑 如 下 陈述 : 
Ci - 6X — OY) $ VOSS < 1 HJ Q(=) MV ! z I: 1 
FY Bt, VAR Sup pl Q(z) !p(=z,ë)] <i YOLI LIEY, 


{2.12a) 
(I -8X — VY) F V0 =< a < 1 FR, Q (z) H V le lS 
可 道 ,以 及 Saupe[Q(z) 'p(z,0)] 1H VOSS < 1 成 立 . 


(2.12b) 
引 理 2.2 下列 关系 成 立 : 
【2.12a) 成 立 (2.8) Æ(X, Y) 处 稳定 二 (2. 12b). 
引 理 2,3 下列 条 件 是 等 价 的 : 
(pi) a[X] S$, 
(pm) {I 一 6X) Q(z) 3 MV | z lZ 1. 
证 明 对 ¥ 1zx| 汪 1,Q(z}) 可 道 , 当 且 仅 当 
(BY | x 1 1,42 + 1- 020). 
容易 验证 
| t= epg + - 6 = 0| 


(2.13) 
ee = eT Aai - a #0 
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于 是 ,对 Ylz| 之 1, Q(z) 是 可 逆 的 , SHARHI- XNE 
Sg ,1 一 此 去 0 是 可 逆 的 .这 说 明 命 题 (p1) 与 (py) 是 等 从 的 . 
引 理 3.4 Rol XICS} ,于 是 ,对 一 切 aC [0,1), 
Sopel Ql) plea) < Suppl (gI - X)'y]. 
进而 , 当 间 =0 时 ,上 式 成 为 等 式 . . 
TEAR MW zc C,,|=| =1,8z+1- 00 NA 


pl Q(z) plz,d)J=| de +1-81 Case 


Ly - x) `] 


-1 -1 
< 人 (zi x) v|, 
当 8=0 时 ,上 式 成 为 等 式 ,而 当 |6z + 1-2[=0 BF. [Q(z) lp 
(z,3)]=0. 再 由 (2.13) 中 之 等 价 关系 便 推出 引 理 2.4. 
312.5 设 c[XJSSy Sul (er - X) Y I<1, FRC 
~ aX — GY ATE. 
证 明 不 妨 没 0 天 0, 则 由 S; 2183846304 & Si -矩阵 (1 


-0X -89Y) 可 道 , 当 且 仅 当 (1 -8( 汪 I 一 X)-!1Y) 是 可 北 的 .再 按 
最 大 模 原理 
1 - 
ol (gt - x) ¥|< Supol (fF — XY El. 


再 注意 o<a<1,qem[1—a(5r-x) 了] 可 首 . 引 理 2.5 证 
të. 
定义 2.2 单 支 法 (2.6) 或 0 方法 (2.7) 对 于 延 时 系统 (1.1》 
(1.2) 被 称 为 是 稳定 的 , 倘 使 
HZS, 
其 中 
H = KX, Y):x € of KX] Re(x) < 0, Sp pL (HL -xyty] <i}, 


S = 【1(X,Y): 递 推 过 程 (2.8) #E(X, Y) 处 是 稳定 的 上 . 


定理 2.6 HÍO Hk (2.6)R (2.7) EN, 
HEAR 当 昌 仅 当 去 证 明 
Hs, 
令 (XY)E H,JEK V >+ € [X ]=Re(z=)<0 从 而 因为 S; 之 外 


BHLO 是 有 半 平面 内 的 一 个 区 域 , 折 以 
[XIS Si, F <0<1. 


再 使 用 最 大 模 原 理 ， 

Sup el (LF - X)!Y]=< Sup pt (tT XY] <1. 
由 引 理 2.3. 引 理 2.4. 引 理 2.5 SCI - OX), (1 - ox — OY), 
WF) el1,Q(2) 2B, R plLQ (z) lp(z=,3)]<1. Hae 
2.2 便 知 过 程 (2.8) 于 (X ,Y) 处 是 稳定 的 .因为 (和 .Y) 是 吉 中 的 
任意 矩阵 对 ,所 以 HOS 2.6 ie. 


85.3 多 延 时 量 线 性 系统 的 数值 处 理 


我 们 先 考虑 x = 2 的 情况 
y(t) = Ay(t) + Byy(t — ri) + Boyt — rə),t 220, (3.1) 
y(t) = %(:) #20, (3.2) 
其 中 
rg 21 > 0,À = Cay) nxn Bi = (80) yns1 =< k =< 2, 
y(t) = [xyi(z),yə2(#), snes. 
定义 3.1 如果 方程 (3.1) 的 在 一 解 y(:), 对 任意 的 
rner > 0, WE 
imya) = 0, 
PRRNREA BG .1) ABER. 
《3.1) 的 特征 方程 容易 从 本 音 (1.9) 式 获得 
dal {1 - A — Bye ™ — Bye >] =0, 
那 末 ,(3.1) 为 浙 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 
+ i40 a 


det[ Ff — A — Bie "i — Boe 2] = O->Re(t) < 0. (3.3) 

$5.1 中 我 们 曾 给 出 (3.3) 成 立 的 充分 条 忻 . 这 节 , 在 一 定 条 
件 下 将 给 出 充分 必要 条 忻 . 

引 理 3.1 设 s[A]SC , 4 Re( fC) >0 (H-A) (B, 
+efBz) 之 特征 值 为 相应 特征 多 项 式 的 单 重 堆 点. 则 ( 红 - A)! 
"(Bi + Bazes) 之 特征 值 当 Re( £)>0 时 是 上 的 解析 两 数 . 

引 理 3.1 之 结论 可 直接 从 和 矩阵 特征 值 的 解析 扰动 理论 [2] 而 
得 到 证 明 . 设 4( 纪 是 4(0) 的 扰动 矩阵 ,4{Y) 之 每 个 元 索 是 的 
解析 函数 . WJ 

(a)A; 是 A(0) 的 单 重 特征 值 ,4,( 如 是 ACO) SEB A (E) 
一 Ai(5 一 0). 那 末 ACO) t= 0 的 某 邻 城内 的 解析 沙 数 . 


aX) = ul + Dag. 


j=l 


(b) a; 是 4(0) 的 m BRER, a, (OE A (0) REA 
HCE Ank Ejoj sim PE AOE 过 在 5=0 某 邻 域内 的 
解析 函数 ,其 中 <m, 红 是 多 值 函数 好 的 个 分 支 之 一 .此 时 

AlE) = A+ Za y. 
证 明 上 述 扰动 理论 的 工作 是 繁重 的 ,我 们 只 对 (ga) 那 部 分 给 出 证 


明 , 而 且 是 针对 引 理 3.1 给 出 的 .这 个 证 明 方 法 在 一 般 复 分 析 的 教 
程 中 都 艇 找到 . 

引 理 3.1 之 证 明 . 按 假设 ,( 红 一 4) {B+ Bf) Re( E) 
>0 时 ,其 特征 多 项 式 det[ ol- (Y-A) B, + Boe) | Rae 
BEA. BE £ € C I Relo) >0,UR 

a; € al (fol — AY (B, + Bseler)]. 
那 末 我 们 可 以 确定 一 个 正 数 es>0, 使 得 在 圆 盘 |w - o; |== UA, 
无 其 他 特征 值 . 令 C,=fesle—a;|=e|R Olu, t) = det[ w(t 
—A)~ (B, + Bre )]. BH Q (e, EDE C, 上 不 为 零 , 而 在 C, 内 
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部 有 唯一 零点 w;, 按 幅 角 原理 
1 Q. (a, fo) — 
ani Qo, fo” = L 
HO OSERMERT 是 连续 的 , 故 存 在 t 的 一 个 邻 域 
4, 在 上 列 被 积 函 熬 中 以 和 代替 名, 那 末 上 列 积分 定 多 了 一 个 上 的 
EAA. 由 于 上 述 积分 只 能 取 整 数 , 故 当 4 充分 小 ,YEA 时 
2miz Qla,o) 
AREARE, LARI, re AN. Ole DE C PHBA 
有 一 个 零点 TAPE ME i o,( E). 
按照 残 数 计算 公式 


dw = 1. 


a, (t) = z |° eho Bde. 
上 面 的 积分 本 身 意味 着 o; (OARS 的 解析 函数 , 引 理 3.1 证 毕 - 
有 了 引 理 3.1 我 们 便 可 证 明 如 下 定理 . 
定理 3.2 ”在 引 理 3.1 之 假设 下 ,下列 命 题 等 价 : 
(PO 系统 (3.1) 是 浙 近 稳定 的 ， 
(P) delti — A — Bye ™ — Boe] = 0>Re( t) < 0 
对 yv T2 = Ti > 0, 


(A)A € o[A]>Re(a) < 0, 
(B) pl(ti~ A) 1(Bi + Boe®)] < 1, 
V Re(£€) = 0,640,7¢ = rí — r> < 0. 
(©) -1€ o[A (B, + B;)1. 
证 明 (PO 与 (Pz) 之 等 价 性 ,由 定理 2-1 的 证 明 类 似 的 
理由 可 得 . 仅 需 去 证 明 {(Pz) 与 (P3) 等 价 即 可 . 
ECP; R. PEE 
det[ fF ~ A — e "(Bı + Boe*)] = 0 
Se € o[ (tT — A) (B, + Bye )]. 


{P3) 


(3.4) 
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+ 去 
S=46: EC, 1 <1r, 
sty 
r=40:tec, 全 | = 17. 
1-3). 


由 条 件 (A) 知 cl AICS. $ Ref) >0,M SES. S| BE 3.1 MI, 
[(H- A) {B+ Bze*)] 之 特征 值 于 4 ROT, ER | e | =<1 
A pellg- A) (B, + B,e*)]->0,(£ >e). pn FEF RR 00 < 
模 原 理 , 有 
PECHE- AY (By + Bre™)]< Supo[(tI — AY (By, + Bre*)I, 
Re( £) = 0. (3.5) 
再 注意 (B) ,有 
Supol ($T — A)'( By + B) <1, (3.6) 
从 而 
pellg- AVB + Bre] <1, MH Relf) 0. (3.7) 
联合 (3.4),(3.7),(B) 及 (C) , 便 知 (Py) 成 立 . 
再 证 {P2 )=>(Ps). 
先 证 AC oLA]>Re(A) 0. RZ AC [A ],fH Re(A) >0, 
AA WRB AH DMEM BAD, BY EER Re(C)>0 
RCtl- A) ! 存 在 . 令 ti HAA AES re 二 时 
ple (ir — AYB, + Boe™)] < 1. (3.8) 
对 于 a€[0,1],2M% 
hal E) = det[I — ae Si tT — AD (Bi + Bye™)]. (3.9) 
于 是 当 CE DA ALC) 0 故 
[arg 4, (0) ] = rm, m 为 整数 . 
x 
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_ 1[ ma) 
[arg A(O la = S cpa 


1 
在 [0,1] 上 关于 a 一 致 连续 , 故 
[arg As($)]5 = [arg hot g) lE = 0, (3.10) 
因此 
{arg det[T —e “(tT — A) "(By + Bre“) ]}] 5 = 0, 


进而 
larg det[ HT - A — e {B1 + Bye) ]] 5, 
= larg det($ — Al y 
ERARE, TE a eo 使 得 
detl tT — A — eo (B, + Bye™}] = 0, 
但 这 与 (P;) 是 违背 的 . 故 AC oA] Re(A) <0. 
注意 (Py) 及 (3.4), 有 
(ü) #€3[(tI- A) (B, + Boe) ]=>| «| 44, (Re(t) =0, 
t#0 Eo A]). 
显然 还 有 
Gi) pog- A) (Bi + Bre) ] 0, Re( £)20, 1 fl. 
最 后 假定 4EclA] 二 Re(4)=0. 令 
Plp,t) = det[ (£2 — A) — (By + Boe®)]. 
如 果 存 在 正 数 ck HBC 一 A Se BÓ, pla, OSPARE 
[alk , 那 末 可 以 验证 p(p,4) 夺 0, 但 这 与 (P,) 是 蔬 征 的 .所 以 
Gü) pL[(tT— A) I(B; + Boe) >, ta. 
AA pll- A) 1(B1+ Boe™)] £ # |£ :Re(t)=0,ç € 
ol A }} ENEA AA, ea GG), GDA Ci) HEA AC op LA J Rea) < 
0. 对 于 (让 ,( 训 及 刚才 证 明 的 结果 ,使 用 连续 函数 之 介 值 定理 便 知 
p[( 红 - A) (B, + B,eS)] < 1, (Re(£) = 0,£ > 0). 
条 件 {C) 是 容易 验证 的 .定理 3.2 证 毕 . 
在 用 线性 多 步 法 求解 多 延 时 量 线性 系统 之 前 ,我 们 先 讨论 用 
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RSPR WANT BER: 
y(t) = Ay(t) + By(z — r), 220, (3.11) 
y(t) = %(+t), 2x0. (3.12) 
其 中 A = (ai )uxn, B = Cbg wen, $ (t) € ces 是 给 定 函 数 ， 
QE CNY 蚌 未 知 的 ,r >>0 RENE. 
对 于 方程 y= flt ,y(t) ,y(t 一 5)], 我 们 定义 如 下 方法 : 


k š 
D aay = h D BF (tu jn Ih)" (3.13) 
j=0 j= 


Et y,~ y(t.) ta = nh gt dey (tj; DEERE. G c= (m 
— 8A, m2 1,056 <1, BA 类 ;可 以 用 播 值 多 项 式 来 表示 


s 
wy = TB) yim 
s ` 
= -i 
人 (9) 人 =š): 
用 {3.13) 去 求解 (3.11) 一 (3.12) 时 得 如 下 差分 方程 : 
k k k s 
24 Yn- = Z BÄ- + DBB VLE) Yn-j-mri 
(3.14) 
uh A =nA, BAB. 
JEM 3.2 $ A=AA, B = 有 B. 那 末 过 程 (3.14) 被 称 为 在 
(A, Baht é Beis, SARS 
limy = 0, X V m Z S + 1. 
引 理 3.3 如果 系统 (3.11) 之 系数 满足 
1) à € of A]>Re(a) < 0, 
2) Sup el (Gl - A) "BI <1, 
那 末 (3.11) 之 任 一 解 y( 2) 0(1 > ATV r> 成立. 
证 明 引 理 3.3 是 定理 2.1 之 直接 推论 . 
-$ 
H= i(A,B,):of AJOC, Sup pl (el - A) B] <1}, 
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Ss = |(4,B): (3.14) 在 (有 A , B ) Shit ó weg}, 
S= JL Se- 
ETE, 我 们 的 日 的 是 要 指 四 HOS 的 条 件 . 此 时 我 们 便 有 理由 
称 线性 多 步 法 对 于 DDE, 是 稳定 的 . 
与 $2 中 一 样 ,我 们 可 以 求 出 (3.14) 之 特征 方程 
. detl Ql) — p(z,8)] = 0, (3.15) 
其 中 
Q(z) = p(x) — Ae(z), 
plz,8) = a(z,d)o(z) B, 


ptz) = Lag, 
e(z) = sae, 


s 
a(z,0) = DLJ, OK<, 


_ TI 8 =i 
na) = H [Ë =3). 
显然 ,差分 方程 (3.14) 在 (和 4 , B) 8 Be, >N B 18 24 
det[ 27t Q(z) — p(z,8)] = 0 | z I< 1. (3.16) 
利用 第 下 章 S 4.4 中 定理 4.2, (3.16) oe, MAY 
(a) Q(z), (42/21), 


(b) Suppl) tolz, ð) J1, Y mmo, 


l) Fy 2)*0, Ym>m BV |z| =1,eË[Q 1(z)p(z, 
8)]=1. 
其 中 my 是 使 


degF,,(z=) = degz™*'Q(z) 
Bose AU pt ER, F. C2) delz *'Q (2) — pl 2,8) ]. 
如 果 我 们 用 线性 多 步 法 
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k È 
之 apynj = h 2 Bifa- (3.17) 


去 解 ODE, 
£ (2) = Aye), e[AJoc, (3.18) 
y(t0) = yo, 
得 差分 方程 
k 
22 an- = È Bän- -;=0, 
而 上 述 差 分 方程 的 特征 方程 为 
detl o(z)I —o{z2)A}] = 0, (3.19) 
其 中 


plz) = dee, 


s (z) = xa ~, 

显然 ,线性 多 步 法 对 于 ODE, 为 A 稳定 的 ， 当 且 仅 当 

detl p(z)F-—o(2)A] =07 i z1<1. 
其 天 命题 为 

| z IZ2 1>Q(z) = p(xz)] - olz) A BH. 
下 由 第 一 章 $1.4 EH 4.2 知 
引 理 3.4 ”下 述 命题 等 价 (ec[4]CC-): 
线性 多 步 法 (3.17) 是 A REH, 


lz I> 1>Re( 22) > 0, 


| z I> 1=ə(z)I — olz) A 是 可 道 的 ， 
33.5 对 于 多 项 式 a(z,8), 有 
r= S= r+2= | a(=,0) IS 1; 
r+S>O0,7,a 5a r+2R0<8<1, 
于 是 | a(2,8) |= le = 1. 
定理 3.6 ”对 于 过 程 (3.14) ,如 果 r<SS<rt+2,H S= So. 
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证 明 4 r=S=0,N(3.160) RUSE RE (a), (db) 2 (c) 
H a RH, FE Sos S. 
如 果 r+ S>0.4(A, B)ES EA), (b) (c+ ë = 
0 成 立 .利用 引 理 3.5 之 第 一 部 分 及 插值 之 性 质 ， 
PERAD] < p[Q(z) pl] V0< 8 < 1, 
(3.20) 
因此 | lE (ad ata OS <1 时 人 hb) 成 立 ,3=0fc) 成 立 .如 果 
对 某 8,0<8<1(c) 不 成 立 , 即 
det[ zirQ(z) — plz,8)] = 0 (3.21) 
对 mS +1, RE z|=1 A ol Q(z)''p(=,8)]=1 时 成 立 . 利 
用 (3.20) ,我们 有 
1 = pLQ(2)'p(2.0)] < plQ(z)'p(z,0)] < 1. 
上 式 中 荀 售 着 |a(z,8)| =1. 再 用 引 理 3.5 之 第 二 部 分 , 知 z=1， 
代 人 (3-21) 得 
det[ Q(1) ~ p(1,6)] = 0, VO<ée<t. 
& ó—0 得 
det[ Q(1) — p(1,0)] = 0. 
但 这 是 与 (c) 联 同人 =0 成 立 是 矛盾 的 .因此 (ec 对 一 切 0<ça<1 时 
By (A, BESA, BYES. Mi So= S. 
定理 3.7 Ü rS sr +2, TÆ 五 二 3 人 (3.17) 是 4 稳定 
的 . 
证 明 设 (3.17) 是 A 称 定 的 .由 引 理 3,4|z=| 关 1 时 Q(x)= 
p(z)i-a(z)A BMH, AYMCA, BEA 时 (a) 成 立 ; 
我 们 接 下 去 考虑 两 种 情况 : 
(IDHE z, |z| =t,olz)=0.3 K p(z,8)=0,0(2) = 
olz) ER p[Q(z) 1ptz,8)]=0(<1). 
(DORH z,|2| =1,002)40. B3 3.4, 


Re( 262) = 0 (3.22) 


或 者 
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Re( 2623) > o. (3.23) 
#(3.22) Ri. 4(A, B )€ H h) 
Smp [t - AD2181< 1, 


或 者 
sul (HE!- 4) B]si 
4 (3.23) Re. 利用 最 大 模 原理 


联合 (3.22) 与 (3.23) 便 有 
Suppl Q(z) p(z,8)] 
ol) ryle 
< Supe| (23-A) B]<1, 
kE." (A B)C H Aa), Cb) Ro) Rw Sk (A , B)€ S= 
HZS. 
相反 , 设 HZS. Ee so [AJC . AmA B EA, 
B)EHS(A,B)ES. h(a] z 21 Q(z) 是 可 道 的 ， 
按 引 理 3.4(3.17) 是 A 稳定 的 .定理 3,7 证 毕 . 


85.4 多 廷 时 量 线性 系统 的 进一步 讨论 


上 二 节 我 们 讨论 了 多 延 时 量 线 性 系统 理论 解 的 一 些 性 质 , 以 
及 用 8 方法 及 线性 多 步 法 求解 强 性 系统 的 数值 稳定 性 问题 .这 一 
节 我 们 考虑 用 线性 名 步 法 去 求解 m 个 延 时 量 的 线性 系统 . 考虑 

y (t) =Aylt) + Brylt — zi) + Boyle — rz) + °° 
+ B, (t — tes z > 0, (4.1) 
w(t) = é(t), t=0, (4.2) 
这 里 yl) = [ysi (2), 5202), yyl), A,B 15 Sm 是 
NX NERS 7, > 0,1 jm, (r) 65 rE ESE. 
在 定理 3.2 中 ,我 们 曾 给 出 (4.1) 为 浙 近 稳定 的 一 个 充分 必要 
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条 件 .但 在 实际 应 用 中 ,这 些 条 件 的 验证 往往 是 十 分 困难 的 .下 面 
我 们 将 给 出 一 个 充分 条 件 , 有 时 ,这 个 条 件 的 验证 往往 比较 容易 . 
定理 4.1 $ m 之 1 是 给 定 正 整 数 . 如 果 t4.1) 中 的 系数 濠 足 


g(A) = TA (A +A") <0, (4.3) 
> IB; | <- s(A), (4.4) 
那 末 对 任意 的 tp ty ee r > 0, (4.1) 2 Ef oy 2 
limy(z) = 0. 


这 里 
mx(B) = max{A:a€ o[B]}, 
ii = Sup, Bell, le ll? = (€,6£),€E CN. 


证 明 回忆 本 章 定 理 1.4 可 推 得 ,考虑 用 线性 多 步 法 (3.17) 
去 解 (4.1) 一 {4.2) ,得 差分 方程 


D ayeri =A D Bl Aves + SB! tne; 7 «>, {4.5) 
其 中 y(r) 2 > 0 时 ,用 Lagrange PMA: 
(t+ eh) = DULCE dors» (4.6) 
一 此 
Ljle) = B G=) (4.7) 
把 (4.6) 一 (4.7) 代 入 (4.5)， 我 们 有 如 下 通 推 关系 : 
Saves, = PB [Ay + > B DLD], 
(4.8) 
这 里 rs = (L — 6: )k, O08; < 1,1 im, A = Ah, B; = BA, 
I<; =m, K laly- ->S +i. 


我 们 将 主要 研究 (4,.8) 的 渐 近 稳定 性 . 
定 文 $.1 CA, Bis, 8, PAE NX N SEE, T E: 
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差分 方程 (4.8) 被 称 为 在 ( 瓦 ;, By ym, B. ARIE 8182" n RE 
的 , 当 且 仅 当 

(I) (ag -有 A ) 是 可 逆 的 ， 

(H) (4.8) 的 任 一 解 满足 lmy, =0. 


Birn, Bn):(A,B,…,B,) 满 是 (4.3) ~ (4.491, 

Sa aed, KA , Bire, Ba) E.S) FECA, By, Bm) 
AESi in) 稳定 的 | ， 

Str,s) = JL, Sa, 8, ð 


j= Dm 
定义 4.2 过程 (4.8) 被 称 为 数值 稳定 的 , 丹 使 
H S(r,s). (4.9) 
与 $5.3 一 样 ,我 们 从 线性 差分 方程 的 稳定 性 理论 知道 ， 
(4.8) 在 { Bire, B, Ael n 6, REN SBS 


(at 一 RA) BAB, (4.10a) 
Fale) =0—> z |< 1, (4.10b) 
其 中 
F,,(z) = detl p,,(2)], (4.11) 
Palaz) = Q(z) zat" — Vales, (4.12) 
j=1 
Q(z) = ple) — a(z)A , (4.13) 
Q(z) = r(z,G)o(z)B;, 1 jaim, (4.14) 
k 
plz) = Das 


k 
olz) = 2:82, 
rieg) = DLA)", 1Sj<m, (4.15) 


oLa <1,1<j<m. 
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下 面 的 定理 4.2, 对 后 面 的 讨论 是 有 用 的 . 
定理 4.2 FARES H: 


一 个 线性 多 步 法 (po,a) BA 稳定 的 ， (4.16a) 
Re( h ) < 0 p(z) 一 halz) 是 Schur SWA, (4.16b) 
lz I> 1>Re{ 2622) > 0, (4. 16c) 


af A] SCT, | z tt p(z)I- olz) A 可 逆 .(4.16d) 
证 明 关于 (4.16a) ~ (4.16c) 之 等 价 性 ,可 见 第 四 章 引 理 
3.4. 我 们 仅 需 证 明 (4.16d) 与 44.16p) 等 价 即 可 .(4.16d 可 曾 述 为 
4 l A JEC n 
det[e{zH - elz) A] = 0=>_1 <= i<1. 
但 


det[p (2)1 - oz)A1 = I fale) - ola) KJ", 


其 中 h = AAA; EOLA], ay 2 WE E BCS n, $in = NN. 从 而 
det o(z)i-o(2) A ] Schur EIA, SARSI o (z) 
—alz) A; E Schur 多 项 式 .定理 4.2 证 毕 . 
定理 4.3 设 F(z) 定 义 于 (4.11) 一 (4.15), Q(x) 定义 于 

(4.13), (z), PS jm 定义 于 (4.14). 如果 

(a) *f|z12>1 时 QC.) Ae, 

(b) 4lef=1 Sf ated hate) S, 

(c) 当 |z|=1 时 F,,(2)40, 


则 F. (=)ËE: Schur 多 项 式 . 
证 明 令 
F(z) = det[ p,,(€2)] = detlQ(2)2'"*" + plz)], 
(4.17) 
这 里 
plz) =- 229, (z) ms, (4.18) 
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Graz) = det[ or 人 (zc)]， (4.195 
R. (2) = I+ = 1 Q(z) plz), (4.20) 
H,,(=) = detl R,(z)]. (4.21) 


+E 
F, (z) = G,(2)H,, C2). 
我 们 再 用 S 表示 一 个 正 向 单位 圆周 ， 
S = je? 0=< 8 < 2x,i = /-1}. 
对 于 任 一 解析 函数 e), EEA] S 上 非 零 ,我 们 用 
[argf(z=)]s ÆR H r HS 周 时 , f(z) 的 幅 角 增 量 .于 是 
[argF,(z)]s = [areG,, (2) ]s5 + [argH,,(=)]s. (4.22) 
我 们 来 证 明 , fe eA FF [areH,, (z) 15 =0. 
他 
halz) = det[I + az” Ql) lp(z)],0= a < 1. 
对 于 €S, Rb) ,我 们 有 
Pl Q(z) 'lp(z)]=< Q(z) ` ete ll 
=< Q(z)" | I> | Qa) l ]< 1. 
FEASA), Klel = 1 Et, k r) AC, 0SaS1. PRE S 上 
hh{z) 之 幅 角 增 量 为 [arg h,(z)]s = 20K,, Wah K, ARBRE 
定义 为 
1f h:(z) 
Ke = Fri, h. (z) 


它 显 然 是 [0,1] 上 < HEERA, AM — RAT [0,1], HRE 
是 整数 ,从 而 


dz, 


E38 HA LargH,, (z) ]5 =0. 
从 (4.22) 我 们 看 出 [arg G, (2) ]5= [arg Falz) ls, FA 
原理 ,知道 ,在 单位 回 S 内 部 ,Fu(z) 与 Gu(z) 有 同样 多 个 零点 ， 
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E4 >S +1 Éf, deg F, (z) =deg G, (z), E. G, (2) —T 
Sechur( 由 条 件 (a)) 密 项 式 , 从 而 ,tz) 是 一 个 Schur SWA. AE EE 
和 ,3 证 毕 . 

定理 4.4 BER A WL A* ASAA* ,插值 (4.6) 一 (4.7) 
满足 r<SS<or+2. FEWER 7,2 t,-1 O, 

IA AA e 多 步 法 (p,a) 是 A 稳定 的 . 

证 明 (po EA BEN. OCA, By, BEA. RM 
来 指明 aI 一 BA 是 可 道 的 Ca[ A SEC), R HCS(r,s). 注 意 
(4.16c) 知 a/R >0, FER z[AJEC- ABM of — pA 可 道 . 再 
H(4.164)| z1221 时 QQ(z}) 可 道 ,从 而 定理 4.3 之 条 件 (a) 被 满 
EF |e! =1, 倘 便 s[z] =0, FÆ p[z] 关 0, Q; (z) =0, 
1<j<im BEB F(z) = detl zm**Q(z)] 是 一 个 Schur 多 项 
式 . 对 |z|=1, 若 of 2] 40, 


Yael or < Qe)" Il > IB, ll -t (2) | 
i=1 i= 
< Mel- Role) M +1 ale) 1 |= Fd A + A)| 
a -1 1 A x 
= (e331 - a) | |- Fanta + A 省 
令 
A = H, + iHz, 
Hi 一 二 (A +A") 
H= A-A’), i=/-1. 
于 是 
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= | {[e( 26s) a Jilt) =e J} | ca 


< lA gin 《一 Hy) z 
severest! .) + (m 2422s n) || 
< LA. a l — Fh)12 
wil ye of (ei - ]] 
=1. 
这 样 


SF Qe LQG) <1,5 1 z = 1 (4.23) 


(4.23) 对 于 定理 4.3 的 条 件 (b) 一 (ec) 是 充分 的 .从 而 Fa (=) 是 
Schur 多 项 式 ,这 意味 着 (及 ,有 1,"…, Bp ESOS). 
相反 , 设 al- ñA (lo[ A JSC AMM, UR S(r,S)D 
H.F#(A,8,,B1.°,B, )€H>CA, Bl, Bn)ES(r, 
S), S(r,s) 之 定义 知 此 时 F(z)}= det[ Q(z)zm*" + p(z)] 
是 Schur 多项式 ,我 们 回想 起 第 四 章 定理 4.2 及 使 用 这 个 定理 知 ， 
当 |z| 实 1 时 Q(z) 是 可 逆 的 , 按 等 价 性 命题 ,本 章 定理 4.2 知 
(p.s) A 稳定 的 ,这 便 完成 了 定理 4.4 之 证 明 . 
推论 4.5 WE A= a, B =a B; = az, t, B, =a, HE 
数 , 则 下 列 命题 等 价 : 
《pa) 是 上 稳定 的 ， 《4.24a) 
《pva) 是 pa 稳定 的 ， (4.24b) 
(p.d) 是 Gp, 稳定 的 ， {4.24c) 
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第 六 章 ” 非 线性 延 时 微分 方程 的 数值 解 
§6.1 理论 解 的 性 质 


在 前 面 两 章 中 ,我们 讨论 了 0 AH, Runge-Kutta 方法 及 线性 
多 步 法 用 于 解 常 系数 线性 方程 (组 ) 的 数值 稳定 性 ,主要 地 研究 了 
上 述 方法 的 卫 RETE, GP 稳定 性 , PL, 稳定 性 及 GP, 稳定 性 ;对 
于 变 系 数 延 时 方程 ,我 们 还 研究 了 PN 稳定 性 及 GPN 稳定 性 .这 
些 概念 ,在 常 微 分 方程 数值 解 中 相当 于 A 稳定 性 及 AN BEH, 
从 上 面 的 讨论 ,我 们 已 经 砧 出, 变 系数 方程 的 数值 处 理 要 比 常 系数 
方程 困难 得 名, 所 得 结果 也 少 .下 面 涉 及 更 为 转 难 的 问题 是 非 线性 
延 时 方 释 的 数值 解 ; 
y(t) = flt,y@). y(t — r)], 20, (1.1) 
y(z) = Ce), r=0, (1.2) 
其 中 f: [0,00] x Ox CY —CN.,Y:R— CN, ,>0,6(:)€ CN 
PREDORA. 
381.1 考虑 方程 


y(t) = fli,sy(t), u(t)], +20, (1.3) 

y0) = yo (1.4) 
及 

z(t) = flz,2(t), ot], t= 0, (1.5) 

z(0) = zo, (1.6) 


其 中 f3(0, + 0] x C8 xX CN-=CN.,y,z 0,0:[0, 0] +C%, 
假设 1.3) 一 人 (1.4 有 唯一 解 且 
Re(f(z,yi, u) ~ Flt 92,4) yi v2) Salt) M> all’, 
Vr: € (0.0), Yayy € CY, (1.7) 
| f(e,y,ui) — Ftsy i) Se) llu, - all, 
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Yz € [0,0], Yy uu E CN, (1.8) 


a(t) < 0, V: >0, (1.9) 
r(t) <- off), V: >0, (1.10) 
Fe 
| y(z)— z(e) ll 
< max] l| yo — zo ll s max ira) Il s(z)-—- vl) || Æ- ele)]} t 
(1.11) 


h CY 中 的 范 数 定义 ,我 们 有 
+ a | ye) — zí) ||? = Re(y (z) ~ z(e) y) — z(t)) 


= Ref f(z, yt) ult)) — ft, 2(2),0€2)) yl) z(z)> 
= Re( f(t. yl) ult)) — fiz yle) olt) yl) — z(z)> 

+ Re f(z, yt) 0(2)) ~ f(t,z(t),ə(t)),y(t) 一 2(2)). 
使用 Shanta BEA, 我 们 有 


二 用 Ny) -zr l ule) - ve) I 


> lyc) — æi) Il + al) 1 y) ~ ece) 12. 
$ Y(z)= | ye) -2(2) , 则 
YDY (u) Salt) Ce) + alt) lf ele) — ele) | + Yiz). 
再 考虑 如 下 方程 
{re = ot) Y(z) + x(t) ll uate) 2 ole 11, 
¥(0) = l Ya — Zo lI , 
那 末 容易 验证 ,对 一 切 10,40 
Y(z) < F(z). 
MRS f(z)= yl) || a(t} ~ ve) |} 
¥’(e) = a2) FO) + fC), 
Y (0) = | Yo 26 | 
使 用 第 四 章 定 理 6.1, 有 
Y(z)< Y (z) 
< max] || yo — zo il , max 1y(z) I ela) — oz) || A- ola} tt, 
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V: > 0, 


引 理 1.1 成 立 ， 
定理 1.2 考虑 如 下 非 线 性 延 时 微分 方程 ， 
ya) = Aryl) yle- r)]l, 20, (1.12) 
yit) = $r), z <0, (1.13) 


其 中 了 满足 条 件 {t.7) 一 (1.8),ett),y(z) 满 足 条 件 (1.9) 一 
(1.10). FÆ 
|| y) - 2€2) il < max l| 8(2) ~ ra) Il. 
其 中 z(#) 为 方程 
z(t) = fit ælt) z(t- r)]l, 20, (1.14) 
zft) = r(t), tÒ, (1.15) 
之 解 . 
证 明 Sf A) B11, 3 V0, (1.12) 一 {1.13) 之 解 为 
y(e),(1.14)— C115) RA z(t) W 
iyid — =(z) l = maxi | 20 -ro ll, 
max irl) | y(=- r- zr - r) | A- olx}. 
因为 yl- slr) MA 
I yle) 一 二 (有 <maxi || 4(0) - ri, 
(max | Ty(z— 7) — ztz— r)i}. 
上 式 意 味 着 
il y) — zí) l! < max || (4) — PCa ll, 
定理 1.2 证 毕 . 
定理 1.3 “考虑 如 下 非 线 性 延 时 方程 : 


w(t) = flt,ye), ytt = r)], 2220, (1.16) 
ye) = o(2), ft =< 0, (1.17) 

Pf BER.) ~ (1.8) 062) ,y(t) 连 续 且 满足 
a(t) S- B < 0, (1.18) 
yG) =< got), ODS <t, (1.19) 


则 (1.16) 的 任意 两 个 解 y(z) 及 xtz) 满 足 
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lim Il yC) — z) | = 0. 
WAS ¥ Ct) = | y(t)-z(z)Ñ AFA 1.1 ES, 
我 位 有 
Y(z) < Y(t), 


Het YUE 
Y(t) = (DT + x) FG- r), 20, 
Y(t) = taD- PO), <0. 


使 用 第 四 章 中 引 理 6.2, 有 
Y(z)< Y(z) — 0, (t+). 
定理 1.3 证 毕 . 


§6.2 RN 稳定 性 及 GRN 稳定 性 


我 们 用 一 个 数值 方法 去 求解 方程 
w(t) = Fl,ylt) ,y(t — ry), 20, (2.1) 
y(t) = 40), <0, (2.2) 
其 中 子 满足 定理 L.2 的 条 件 , 由 于 其 任意 两 个 精确 解 y(z), zl) 
满足 
Hye) — x€z) |l < max |! $) ~ P(e) 1, 
那 末 我 们 对 任意 两 个 数值 解 也 希望 有 类 似 的 界 ， 
定义 2.1 “一 个 数值 方法 对 于 DDE, RRA RN BEH, 
当 且 仅 当 用 此 方法 去 求解 (1.12] 一 (1.13) 及 (1.14) 一 (1.15) 时 ， 
其 数值 解 1y, 1 ,|z,} 对 任意 的 n0,A > 0,7 > 0 WE 
|| y, — zn Il < max |i $(¢) — r(e) l ， (2.3) 
其 中 上 满足 条 件 {1.7) 一 (1.19), 加 = nh, mh =r, m2>1 , EA 
PRR. 
JER 2.2 一 个 数值 方法 对 于 解 DDE, 被 称 为 是 GRN 稳定 
的 , 当 且 仅 当 用 此 方法 去 解 (1.12) 一 (1.13) 及 (1.,14) 一 (1.15) 时 
FSA iy. |. fz, PERRY h >O (2.3) 式 成 立 . 
我 们 用 如 下 隐 式 Euler 公式 去 解 (2.1) 一 (2.2) ,得 
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Ynti = Ya + AF Et Merits Vntr) (2.4) 
其 中 vn+1 是 yn+1-m+8 的 插值 逼近 ， 
tarl = n + 1)ñ,(m — Jh = r, 
Upil = Óy,+2-x + (1 — Ə)y,+1-_m > 
我 人 (2.4) 得 
Matt = Ya + hfl ntis Yati s ÖYnt2-m + (1 — 29)y,+1-m)- 
类 似 地 


Tn+l = Za 十 BF (taste Za+1  8Fn42—m + {1— Š)=,+1-m). 


4 
En = Yn — zas Ya = Bynrz-m + (1 — 8) yet 
Za = enim + (1 — @)z=,+1-m + 
于 是 
ener 2 一 | es + AFl ntis yas Ya) — Af Cnr: Zari Ze) |2 
= le, |? + 24Re(e,, Af? + AAS, AS), 
其 中 


Af = flintis Yari: Ya) — fC tatis Zaa Zg) 
由 于 en = en+1 一 天 AF, 代 人 上 式 得 
Wega ll?= le, |? +2hRe(e,41,Af) — h AF AF) 
= | =, |? + 2hRe(e, 1, AL? 
= lle, |? + 2hRe(e, i, f(tntris Invi Ya) 
— Flinris antis Ya)2 + 2hRetenris f (z, yr Zart Ya) 
— Flintin Za)? 
= fe, 2 + 2he (2,41) Iene 2 
+ 2h |l ensi | Cta) l Y, — Za ll 
= lle, I? 2AY Cta) l Ensa Il? 
+ 2h || cnet Il Y Cn) || Y, — Za ll 
= |= 2 + 2h il ens l| EDE l Y, — Za Il — Ilen I]. 
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令 Quel = 2hy tne) M 

lena 7S Men N+ le WOM Ys — 218 en I. 

(2.5) 
注意 到 不 等 式 
lel <S (S= maxi $G) — rl) I) 

对 于 <0 显然 成 立 .我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 对 一 切 n, || e, | 
<s. 

假设 对 一 切 n<; (20) Ile, | <s. 

G) male. <M eM e. <s. 

Gü) MH |l esi 之 中, 则 {2.5) 产 生 

o< sal?- igli SQ lagnt - Z lsh] 
因为 Q, 20, 
l Ys- Zall- Wear ll So, 
换 句 话说 
lep |< || y. + (1 — Bm = Bum — (1 Sejam | 
= 6 |l eyez | + (1 — 8) Ml erm Il 
<= 5 MHF m = 2. 
所 以 我 们 断定 ,对 任 一 x 
lla, — =, | < s. 

定理 2.1 6 方法 对 于 DDE, 是 GRN BEM, SAY 
ĝ=i. 

证 明 ”上面 的 讨论 证 明了 9=1 时 是 GRN BER, TESA 
<<1, 由 第 四 章 定理 6.3 知 ,不 可 能 是 GRN 稳定 的 . 


86.3 6 方法 的 浙 近 稳定 性 


考虑 如 下 非 线 性 延 时 方程 
yz) = f[:,y(t),x(z — r)], t = 0, (3.1) 
yle) = é(t), t<0, (3.2) 
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当 了 满 中 定理 1.3 的 条 件 时 ,(3.1) 的 任何 两 个 解 y(z), ek) 
必 满 足 


lim ll yf) -— ít) =0, 
SF (3.1) ~ (3.2) WAC , REA BR 
lim li ya 一 Zn | = 0. 


定义 3.1 ”一 个 数值 方法 ,对 于 DDE, 被 称 为 渐 近 稳定 的 , 当 
且 仅 当 用 它 去 求解 了 满足 条 件 (1.7) 一 (1.8) 与 (1.18) 一 (1.19) 
之 方程 (3.1) ,其 任意 两 组 解 1|y.| Riz, 满足 
Sm |, — = = o, 
Ht, = nh ,mh = + ,z >0 HERENE ,>2>1 为 某 一 自然 数 . 
我 们 来 考察 8 TAME. S 
Yat =. Ya + ORF (tests Ynti r dation)? + (1 — OAS En ya 1Ya-m)- 
(3.3) 
m iz, WE 
Zari = Za + afnis Sette Bette) + (1 Ohf Uns Ens Zam): 
(3.4) 
令 un = y, — z, (3.3) 与 (3.4) 相 减 得 
Vat1= Un + Lf nr yn Ynti-m) — fntls Tntls Cnt1—m) | 
+ (1 — ALF ns Sns Yam) — flias Ens Zam] 
= u, + [far Yeti Yntl-m) 一 A n+l» atl Ynt1_m) | 
+ oh [FC bn+i ,Zntlr Ynrim) 一 flinti» ntl Zati-m)] 
+ (1 一 GLIRES rn 1¥a-m?} 一 F(tasZn ,Yn )] 
+O DALS Ens Ens Yam) (t, Za Tam)], 


(3.5) 
在 (3.5) 两 边 分 别 与 v.41 作 内 积 ,再 使 用 Schwartz 不 等 式 ,得 
leper? os vt + altas) Il ener ll? 
+ BRYCE) | ensi-m | + feast ll (3.6) 


+ C1 OAL lo, ll :wl 


+L RYC) wml wr, 
或 者 
| 

+ OhY (torr) || vw 

+E- OJAL || vl + 1 — 9)hy(z,) | vm M, 
在 推导 (3.6) 式 时 我 们 使 用 了 条 件 (1.7) 一 (1.8) 以 及 假定 了 关于 
第 二 个 变量 满足 双 侧 Lipschtz 条 件 , 其 常数 为 工 . 

EERI — ho (2,419) >0, 我 们 有 


Wome: I <g1+ (1 — RL lo, il + ts _ fw 


1 - Sha (ta) 1 ~ tho(t,41) 
Shy (ty) 
+ To Ghat.) | Mam I. (3.7) 
考虑 差分 方程 


1+(1 -OaL AYU) 
Untl = 1 — halta) un ”十 一 Bhol tepi) Unti-m 


+ Ie seem (3.8) 
wu, = Cz.) - FG, Il, 34 z <0. (3.9) 
容易 验 让 
lu j| S ns 对 V x > 0. 


那 末 我 们 要 考察 8 方法 的 亲近 稳定 性 , 仅 需 考 察 (3-8) 一 (3.9) 之 
Å u, O(n — co RH. 

值得 注意 的 是 ,差分 方程 (3.8) 一 (3.9) 与 第 四 章 84.6 中 的 
《6.34) 无 其 两 样 ,利用 上 述 章节 定理 6.3 的 证 明 方 法 可 得 

定理 3,1 BA Euer 公式 (8 三 1) 对 于 DDE, BUREN, 


$6.4 非 自治 线性 系统 的 数值 处 理 


考虑 如 下 非 自治 系统 
yt) = ACtjy(z) + B(eyy(: — r), 220, (4.1) 
y(z) = é(:), z < 0, (4.2) 
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Hh A(2) =(ay(t)) yxws Bt) = (b(t) ews y(t) € ON, A) 
BEM BK. >0 为 常数 延 时 量 ,ai (:), bE + RT 
x. 
定理 4.1 对 于 系统 (4.1) 一 (4.2), 如 果 
FA mal A(t) +A*(2)] = ye) K- A <0, (4.3) 


| B(:) fl <- glt), ogl, (4.4) 
ra) = IB, (4.5) 
qe) r 的 连续 函数 ( 见 第 五 章 85.3(a) 式 ),zE[0,co]; 于 是 
(4.1) 的 任 一 和 解 y(t) 满 足 
limy(z) = 0. 
证 明 因为 
Ref A(ty(t) y(t) = Faw + AC)" y(t) ,y(t)) 


< x. CAG) + ACE)" Ih yD, 
以 及 
IB(z)y(z-— r)]| BN e ly- rll, 
H(t) = Ta, s (AG) + AGO- p<0, | BG: l| < 
一 g y(t) 0<q<1, MRS of2)= g(t), y(e)= BC) ,它们 
都 是 [0,so ] LMR BM RAM 1.3 之 条 件 全 部 满足 , 按 定理 
1.3 之 结论 有 
limy(2) = 0. 
定理 4.1 证 毕 . 
下 面 我 们 将 用 8 方法 来 求解 (4.1) 一 (4.2), 其 中 AG), B) 
满足 条 件 (4.3) (4.5). RATA FBR: 
Yat = Ya t hlAC ont + Ba) yn-mti] 
+ (1 - ALAC» + B(t,)y,-a], 
EP OSUSI, = nh, mh =r, m21 是 某 自然 数 . 
我 们 仅 考 旧 9=1 之 情况 ,并 假定 对 VzE [0,oo)， 
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(4.6) 


AtAtsAft)AC XE ASB BRM V z € cN, 
{Ar z)S(Br,z)(A,B 4 Hermite PF). 此 时 (4.6) 成 为 
3a+l = Yn + GAA (tari Yasi + GAB (tnt) Yn-m+1s (4.7) 


或 者 
ya = (I — AC)», + hl — FAC DY B inr) ym 
(4.8) 
此 处 
L, = nh, n = 0,1,2,""", 
令 


A(z) = Hilt) +iH.(t),H,(t) = (AG) + A(2)*) 4, 
H,G) = (A(t) Al) Aii = Z 1. 
AR Aml AHAL- 8<0, 我 人 有 Ana - H)28> 
0, 从 而 
= AG P= L- ARG] + il ARC) 
1 
< Ed O U ry 


1 
< min[z:# € a [CI — hH] (4.9) 


所 以 
iO -RAD < < m: (4.10) 
情况 ( I) m22. 


当 n=0, 则 (4.8) 成 为 
= (I RAC)) ly, + (I — hA() ABC) > 


f yall -AAD | G + h || BCe) | ) max || eCe) 1 


1+ ghAmn(— Hi(t1)) 
STF Meal Fed) mee! FCO | 
hh, 
< ma #0) | 
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= p max ll #(t) 
4n<m-1, 
yr Il = p max || gl) il. 
当 rman (r+ 1m 1, 用 归纳 法 可 以 证 明 ( 见 文献 [41]) 
I yar Il = p! max Ae) Il - (4.11) 
WA) zm =1.(4.8) 成 为 
Yari = CT— BAC) + ABCtas yas m = 0,1,2---, 
从 而 
Ëy, a hat) © C+ ABCA) 1 l ya ll 
s< pl yx, |, x =0,1,2,--. (4.12) 
从 (4.11) 一 (4.12) 知 
lim ly, Il = 0. 
换血 话说 , 当 8=1 时 , 即 隐 式 Euler 公式 用 来 求解 方程 组 (4.1) 一 
(4,2)? 时 是 渐 近 稳定 的 ， 


86.5 Runge-Kutta 方法 的 GPN BER GRN 稳定 性 


我 们 先 来 回忆 第 四 章 的 定理 6.1 及 第 六 章 的 引 理 1.1, 对 于 
常 微分 方程 初 值 问题 
y (z) = altyt) + fa), y0) = yo t 0, (5.1) 
此 处 asy, f [0,0 )>C,Re(a le) <0, Ved. FEDERA 
(5.1) FE 
| y(z) ts max]! yo ls max | fla) I/C- Re(a(z))];. 
(5.2) 
而 对 于 初 值 问题 
yt) = FE IE y = x, #0, (5.3) 
zit) = f(z,z=(z),=(2)), zt0) = Ze, 20, (5.4) 
其 中 f:(0,00)% CY x NO ye uv: [0,0) = CN, 
ReC f(t 9,54) — fts yt), yy) Sole) Í y, — y, Il? 
. 166 - 


V: € [0cVaroi32E CY, (5.5) 
l J(t,y, ui) 一 Flt.y.u,) [ = x(t) | uy uz i. (5.6) 
Ve € (0,0), Vy,ur us € CN, 
ate) <0, WeDo, (5. 7a) 
y(t) S- oft) V:D2>0, (5. 7b) 
于 是 
MD- zle) || < max] l yg- zo ll , 
max {rz) (rz) — v(x) | A~ alr) I. 
EFA RMF BUT ENE: 
y(t) = alt)y(z) + br)y(t — r), 20, (5.8) 
y(z) = plt), t =< 0, (5.9) 
EP y,a,5:[0,so)->C,r2>0 为 正 延 时 量 , o: ( — co ,0] — C E 
已 知 函 数 ， 
定义 5.1 (5.8) 一 (5.9) 的 解 y(z) 被 称 为 是 稳定 的 ( 浙 近 稳 
定 的 ), 丹 使 对 任意 的 g， 


| y(z) l< max | p(t) | (5.10) 
对 Yi20 成 立 . 
我 们 早已 在 第 四 章 §4.6 中 【6.8) 指 出 ,如 果 (5.8) 的 系数 
a(t), b(M E 
| blz) I=<— Rela (t)), V: >0, (5.11) 


那 末 (5.8) 一 (5.9) 的 解 y(2) 满 足 (5.10), 也 就 是 说 ,此 时 (5.8) 的 
解 是 稳定 的 . 


类 做 地 ,对 于 方程 
y (t) = f(t,y(z),y(zt — r)), t20, (5.12) 
y(z) = %(:), t <0, (5.13) 


其 中 满足 条 件 (5.5) 一 (5.7), 那 未 正 像 我 们 在 第 六 童 定理 1.2 
指出 的 那样 ,如 果 ztz) 满 足 
z (t) = flt, z(t), x(tt oT)), 220, (5.14) 
z(t} = rts), ¿=0, (5.15) 
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WE 
| yiz) — Z(2) ll <max || #(2) - PC), V:2>0. 
也 就 是 说 ,方程 (5.12) 此 时 是 稳定 的 . 
和 弄 清楚 两 类 方程 的 精确 解 的 性 质 后 ,我 们 考虑 用 Runge-Kutta 
方法 去 求解 (5.8) 一 (5.9), 对 于 ODE, 
y (z) = /(t,y(z)), t Z= to, 
y(t0) = yo, 
FA > (> Stage} Runge-Kutta PERE yi ~ ylti) t= toth H 
中 


yı = yo th 27 wkis 


k; = f(zot+ cA yo + h Dy ayh;) si = 1,2,-- D. 
把 上 面 的 公式 写成 表格 形式 如 下 : 
CIA 
wr 
这 里 C=(cr,ca "t e, )T,W= (an, ees w) A= (aó). 
ISi jr. 
我 们 再 回忆 第 四 章 中 的 PN ,GPN 稳定 的 概念 .一 个 数值 方 
法 被 称 为 是 GPN 稳定 的 , 倘 使 用 此 方法 去 求解 系数 满足 条 件 


(5.11) 的 方程 (5.8) 一 (5.9) 时 数值 解 y 满足 


[ys max | ple) |, Yk >0,Vxz 0. (5.16) 
fg rss, 


注 : 在 (5.8) 一 全 .9) 中 的 初始 时 间 , 这 里 用 加, 如果 人 《5.16) 在 
限制 条 件 mh = + 时 成 立 ,我 们 就 称 此 数值 方法 是 PN 稳定 的 . 
我 们 再 回忆 起 本 章 的 定义 2.1 及 定义 2.2, 那 里 给 出 了 RN 
稳定 及 GRN 稳定 的 概念 ， 
我 们 用 隐 式 Runge-Kutta 方法 去 解 (5.8) 一 (5.9) .一 开始 , 先 
解 常 微分 方程 初 值 问题 
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on = a(t)y(t)+ b(t)g(: — z), t= Lo, 
y(zo) = glia), 
REH -rS BF, p(t) 是 已 知 函 数 . 几 步 后 得 到 在 1 = to 
+H,H=khSr ERHERHE y, RETA NR H y= ylig) = 
P(to) 之 间 进 行 插值 ,得 到 一 个 近似 解 y (:), EE MEL] 
上 . 

那 未 对 以 后 的 少数 几 步 ,我 们 可 以 重复 上 面 的 论述 ,只 要 量 
fC): =60) F G-r) AADAL RRE ODE, 初 值 问题 

pe =ale)y(z) + Fle), tty, 
(to) = yo- 

假定 Retaft))<0, 及 (5.17) 有 了 唯一 解 ,根据 (5.2) 式 ,我 们 有 


定义 5,2 一 个 Runge-Kutta 方法 说 是 AN, BEN, W Mr ix 
方法 用 于 求解 所 有 系数 a (SSE Rela ()) <0 的 方程 (5.17) 
Et, 数值 解 y WV A>, V yo V FHE 

| f(to + ch) | 
| y |< max} | yo l> max l; > ex mex —Re(a(to+ AN 


(5.17) 


其 中 
m= yo + AY wki, (5.18) 


Ë, = alto+ ch) [yo + h Dah) flea + ch), 


i=1,2,-,y. (5.19) 
定义 5.3 一 个 Runge-Kutta 方法 是 BN; BEM, 4AM 
该 方法 用 于 求解 (5.3) 一 (5.4) ,了 满足 (5.53) 一 (5.6) (cG) <0, 
其 数值 解 yi MV A 20, V yo zo, RE 
l! JX z1 II = maxi l Yo — zo l. 
ll y(to + ch)[u(to + ch) — ulto + ch) |. 


TS — a(to + ch) 
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下 面 要 考虑 的 问题 是 ,怎样 的 IRK A AN, 稳定 的 ,或 者 


BN, 稳定 的 ,为 此 令 
a; = dtto + ch), 

z; = haj, 
= f(to + ch), 


- fi _ = 
d = R A Af, =- Relais, 


Y; = Yt h D at. 
我 们 改写 Runge-Kutta SHG. 18)— (5.19):⁄ 


yr = yo + h Dwi, 
i=l 


E; = a:Y; + f;. 
因此 
= yo + h Dy wlaY: + fi), 
i=l 
Y, = yo + hdj azla Y+ f), 1<i<v. 
j=1 
+ 


Z = diag{z,.22,°",z,], 
Y= (Yi, Yan, Y,)F, 
1 0 


0 ` 1 
a = (1,1,---,1)7, 
f= (fisfar fits 
P = (pigas p)". 

于 是 Runge-Kutta 方法 有 如 下 紧 凌 形式 ， 

yi = ya + WIZY — WTRe(Z)y, 
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Y = (I — AZ)" uyo — (I AZ) ARAZ)¢. 
W- AZ) Al, BY Runge Kutta 在 这 一 步 有 意义 , 便 得 
yi =(1+ WTZ(I — AZ) ud yo 
— WT(Z(I — AZ) !A + DRZ). 


因为 

ZU -AY'A+ 2 = ZI- A)1AZ+ DZ, 

(I - AZAZ + I = (1 - AZ)", 
得 

yı =(1+ WĪZ({I 一 AZY advo 
— WIZ(I - AZY'ZRelZ}y. 
MAA 
Z(I - AZ)”1Z-! = (I — ZA)", 

故 


yi = r(z)yo — WII — ZA} 'ReAZ)¢, — (5.20) 
EP r(z) = (1+ WZ - ZA) lu). 
定理 5.1 IRK 是 AN 稳定 的 , 当 且 仅 当 
1rfz)1+ | WTO - ZA) 'Re(Z) ip <1, (5.21) 
WHEE Z,Re(2z,)S0,1iSv MY. 
证 明 设 IRK 是 AN 稳定 的 .从 (5.20) 
iy i=] r(z)y — WIC — ZA) IRe(Z)y | 
=l (r(z), — WCE — ZA) !Re(Z))(yo, yT 1. 
我 们 定义 y+1 HPI 
:= (rlz), — WTU — ZA) 1IRe(Z))7， 
mis (ya, pT. 
因此 
lon l= | Da tyn; 


+ 


+ I 


k+l 
= |J I E 11 m; | é sa tim m, 
2 


i= vl, 


(5.22) 
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此 外 arg l 及 arg m; 分别 表示 复数 请 Sm 之 幅 角 .我 们 注意 到 
AN, 的 定义 中 ,yo, 耻 之 任意 性 ,我 们 可 以 适当 选择 mj, 即 yo 及 
#= fA( 一 Rela)), 使 得 arg lj + arg m; 是 常数 ,以 及 1mj|=1. 所 
u 


bay t= 22 15 1 my i= lili. lo la. 
这 样 一 来 
ly, = Ul Gre), — WTC — ZaytRe(Z)) la 
+ max| i yo 1， 1 fi 


MEX - 
iw — Re(a;) 
因为 IRK 是 AN; 稳定 的 , 故 
ly I< max l yol, » max max ~ Rl . 
HH z 70,7 = 1,250 50 
| (rl), — WTU - ZA) RZ) Il <1, 

这 就 是 (5.21) 式 ,因为 利用 范 数 的 连续 性 ,上 式 对 Re(2)<0 成 
ME. 

相反 , 设 (5.21) 式 对 一 切 Re( z)) 0, ISi Sr 成 立 . 从 (5.22) 


vłl 


Iis |2 mi] 


vt] 
< ; | [= - =. 
<,ma lm; | 22151 WaWa- Wm ll 


(5.21) FF || z || 所 1, 故 
| y: |= im ilo = max |! yo | sex lt ñ 
ERAR IRK 是 AN; 稳定 的 .定理 $5.1 证 毕 . 
我 们 在 前 面 的 章节 中 已 看 到 ,一 个 数值 方法 要 去 解 DDE,, 往 
往 要 联系 着 一 个 插值 方法 ,而 前 面 的 AN, 稳定 的 概念 ,也 是 利用 
插值 而 把 稳定 性 问题 引出 一 个 AN, 稳定 的 概念 . 由 于 IRK 方法 
的 特殊 性 ,我们 可 考虑 如 下 插值 ,我 们 要 求 捅 值 的 阶 与 IRK 方法 
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的 阶 一 致 ,我 们 有 理由 希望 ,最 后 的 方法 阶 不 致 于 降低 . 
对 于 IRK 方法 ,考虑 如 下 插值 过 程 ; 


ult, + Oh) = y + n>) w (Ok; (5.23) 


此 处 连续 函数 ze, (7) Liss Ew, (0) =0, w, (1) = xu, 1X2 
Sv. BPEL alt) =e, (tiger) = Yett. 

HM5.4 考虑 用 一 个 AN 稳定 的 IRK 方法 去 解 (3.17). 
一 个 插值 = 被 说 成 是 对 该 IRK 方法 是 AN, 稳定 的 , SARE 
在 常数 M21, 45 


f(t + ch) | 
max | a(t, + h) IS Mmax} l » l, » max ES 
(5.24) 


SSE RAY £220, REA alr), MÆ Relalt)) <0, (5t) NK 
3E. 
显然 ,如 果 & 是 一 个 线性 插值 多 项 式 , 那 末 & 是 关于 该 IRK 
方法 的 一 个 AN, 稳定 的 插值 , 且 M =1. 
定理 5.2 ” 倘 使 我 们 用 一 个 AN; 稳定 的 IRK 方法 ,连同 一 
个 AN, 稳定 的 插值 去 解 方程 (5.8) 一 ($5.9), 于 是 在 点 如 = to 
+ nh 上 的 近似 值 y, SEERA ASO, 0,0 及 每 一 个 ç 满足 
| Ya I< max. | p(t) l, (5.25) 


et 


这 里 (5.8) 的 系数 ale) be HA 
M | blt) I- Re(a (z)), Vz Z= to (5.26) 
证 明 $ E. = t tic i =1,2,--. BE < t+ z, ARH IRK 
的 AN, 稳定 性 及 条 件 ($.26) ,我 们 有 
i blti + cht pty + ch — z) | 


| yx |< max| ES l max — Refla (tya + ch)) 


1 
< max{ | Yk- EST max. | plt) l}. 


Fl yol=lp(to)1< max. i p(s)! HRAT 
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Ie ISS max l PO), 0 (5.27) 


其 中 N 是 使 得 tw HF [ to, ] 之 最 小 正 整 数 . 
在 每 一 步 ,插值 u (2, + Oh ) 满 足 (5.24) ,而 对 < IN 


max | a(t, + Oh) I< Mmax| | ya i, 


[| 
boty + ch ole teh — r)! 
ime ~ Re(a (s + ch)) 
1 
< Mmax |! x ang s. L ptr} 下 
使 用 (5.27) ,得 . 
(wax | alt} EM max, | p(t) |. (5.28) 


在 下 一 AKAL g, J. IRK 产生 近似 解 Wo 使 得 
| yee I< max| Í veri | > 
1 BC ins -at ch) ulin ga t ch — r) | | 
这 区 ~ Rela (tys + eR)) 
<max| | Yuet Lg max l uft) if. 
利用 (5.28), 有 
| Nek 1< max Í | YN+k-1 EPEN l z(t) I}. 
从 (5.27)， 
i yw (< max | glz) 1, 
使 用 数学 归纳 法 ,得 
KUN < ma. I pli), 
其 中 四 = 1,2,……, 使 得 ty, A FIS s]. 


美 于 [5&1,5&2] 上 的 播 值 ztz) ,与 前 面 一 样 论证 ,得 


cfm, | RCO ISM mp PO 


在 以 后 的 区 间 中 ,我们 可 用 同样 的 方法 论证 , 故 


[ y, (SS wy f ote) |, n = 0,1,2,°" 
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定理 5.2 证 毕 . 
推论 5.3 一 个 AN, 稳定 的 方法 连同 一 个 M=1 的 AN, Š 
ERME u, X} F DDE, 是 GPN 稳定 的 . 


对 于 非 线 性 延 时 方程 
3 = fiz yl) yilt- r)], t ZZ to 
y(z) = $C), t < to. 


类 伏 于 机 节 一 开 姑 对 线性 情况 的 说 明 , 可 以 考虑 一 个 常 徽 分 方程 
初 值 问题 


PAN TARP t> ips (5.29) 
y(#a) = Yos 
其 中 p(2) BC WR. IRA IRK 去 求解 (5.29) 时 得 
[yí = yo +h, 
imi (5.30) 


k; = f(to) + ch yot h Y asks. pio + ch). 
对 应 的 插值 u (ERN 
ulty+ Gh) = yo thD wl (5.31) 


HP w(OW 6 Z23896 8838 w,(0)=0.0,01) = a, 1s 
v. BREA ulto) = yos u(t1) = yi. 

EM 5.5 一 个 插值 (5.31) 的 u 被 称 为 关于 IRK 是 BN, Ë 
ER, 4 E tg 4 


max ll íta + Gh — (ra + 88) || = maxi || >, — za ll + max elt. 


其 中 
rto t ch)[p(to + ch) — q(to + ch)] 


$ = — olto + ch) , 
vtz) 是 准 对 方程 
re = Flt elt) glt), £ Z= to, 
z(ig) = zo; t =< to 


的 插值 ,f 满足 (5.5),(5.6) 及 (5.7a). 
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定理 5,4 ” 俏 使 用 一 个 BN, 稳定 的 IRK 方法 连同 一 个 BN; 
稳定 的 插值 去 求解 方程 
y (z) = flz,y(z),y(z — r)], t Z= zo, 
y(t) = (2), t= to, 


z(t) = f[z:,z(z),z(t — r], £ Z to, 

z(t) = F(z), t < fp. 
TRIER t,=tot nh 上 的 近似 值 y, Bz, SERB A>O,c>0, 
x= 及 每 一 个 下 及 六 满足 

ll y, — =, ll <, m Il #(2) — res) l. 
所 以 该 数值 方法 GRN se eB fF YE | x (2)])<-— 6 (2), 
V itp. 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 5.2 的 证 明 是 类 似 的 ! 参 着 文献 
[481). 我 们 省 上 略 这 个 证 明 . 为 了 获得 GRN 稳定 的 IRK 方法 , 必 
METR BN, BEHEE Runge Kutta 方法 , BN, 稳定 的 -组 条 
件 可 在 文献 148] 中 找到 .而 文献 148] 中 只 给 出 一 个 例子 ， 

1 


1 
c= (9), 
2 


2 
它 是 二 阶 的 ,可 以 证 明 它 是 AN, 稳定 的 .详情 请 见 参 考 文献 [48]. 
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第 七 章 ” 中立 型 方程 的 数值 处 理 
$7.1 引言 


中 立 型 微分 方程 (neutral differential equations) 常常 出 现 于 
各 种 应 用 科学 的 领域 中 ， 例 如 电力 网 络 中 的 能 量 耗 损 就 是 归结 为 
满足 这 种 方程 ， 这 一 章 我 们 将 考虑 -一 类 十 分 一 般 的 中 立 型 微分 方 
程 组 的 数值 处 理 . 在 87.3 中， 我 们 将 给 出 这 类 方程 的 理论 解 为 
渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 . §7.2 中 考虑 用 单 参数 方法 求 其 数值 
E, S7.4 中 考虑 该 数值 方法 的 稳定 性 区 域 的 特征 ，8$7.s 中 考 
BHA Runge-Kutta 方法 求解 中 立 型 方程 . 
早 在 1967 年 Brayton 等 人 曾 讨论 一 类 较为 特殊 的 中 立 型 方 
程 的 数值 处 理 ，1984，Jackiewicz 萤 对 复 蒜 数 中 立 型 方程 研究 其 
理论 解 及 数值 解 . 这 里 考虑 一 般 的 方程 组 
y (z) = Ay (z — r) + By(t) + Cy(z — r), 20, (1.1) 
yu) = Pe), t&0, (1.2) 
其 中 A,B,C RN 阶 复 阵 ,z >0 为 常数 延 时 量 ,%(t) 为 给 定 的 初 
RR (OC CN 为 未 知 函数 . 


87.2 单 参 数 方法 及 其 数值 稳定 性 


我 们 用 如 下 单 参数 方法 去 解 (1. 切 一 (1.2)， 
Yarl = Yat Ay ((m + 1)h — r) — Ay’ (nh — z) 
+ RBI Oy. + (1 — 8)y,1 (2.1) 
+ AC( OFA (On + 1A — r) + (1 - 0): (ah — 0), 

此 处 GE [0,1], 2 =0,1,2, yo = $(0),y'(z)= %(e)(3M - ree 

<0), M y: (58 2>0 时 采用 线性 插值 
(ah — r) = Brim 二 tl-B)om-m， 
VG + 1) — r) = dynr2m + (1 ~ Oana: 
+ 177 a 


(2.2) 


代 大 {2.1), 得 
(I 一 OB )y,+1 =[I + (1 一 OB ly, + #(A + BC )y,+2- a 
+ [(1 +Ə)XXA+06C)- a(A— (1 -OC Yli 
(1— A- (1— ME ]yn-m- (2.3) 
此 处 nem .(m—-S)h=r,B=AB,C =hCiy-, =8Cr,). 
JEM 2.1 (A,B, C)BREN N Er E EE) ,0=a < 1. 
过 程 (2.3) 被 称 为 在 (A ,请 ,已 ) 处 5 稳定 的 , 当 且 仅 当 
G) I 一 6B We, 
G) ”任何 满足 (2.3) 之 解 | HAE limy = 人 0. 
4 §€(0,1),{A, 8, CAPERS ,定义 
plz,6) = (Bz + (1-8) (C2 — 1)A + (B+ (1 -0))C), 
Q(z) = (1 -8B)z—(I+(1- 0B). 
BBA(2.3)4(A, B,C) 8 BH, SARS 
(I - 68) 是 可 道 的 ， (2.4a) 
det[ 2"Q(z2) — p(z,8)] = 0= 1 z I< 1, V m 1. (2.4b) 
根据 第 四 章 定理 4.2 知道 ,(2.4) 成 立 , 当 且 仅 当 
1- 4 Ww, | z121 Q(z) TŽ, 


Supp[ Q(z) plz, d)1< 1, (2.5a) 
de[z”Q(z)— plz,6)] 40, Ml zel=1, 
pl Q(z) p(z,8)] = 1,m >i. (2. 5b) 


故 有 . 
引 理 2,2 HH(2.3)4(A,8, Cat 6 REN, SAY 
(25a) 一 (2.5b) 成 立 . 


令 
si = |t: 3 |< = |e: GPE = 1]. 


那 末 从 第 五 章 引 理 2.3 可 得 
引 理 2.3 下 列 条 件 (a) 与 (b) 是 等 价 的 : 
(a) olB]ES?, 
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(b) (I—0HB EE, |z |2>1 时 驴 (z) 可 道 . 
22.4 设 c[ 互 ] 宇 Sy .于 是 对 一 切 BE [0,1),# 
Sup pl Q(z)" p(z,8)] < Suppl (er — B) (ra + G], 


&+- Oo 
PlQ(z) 'p(z,8)]< p(A), |zl=1,@+(-8) =0. 
进而 ,车 8=0, 则 上 面 的 不 等 式 成 为 等 式 . 

证 明 对 |zi=1, 扣 + (1-8) 40 时 ,有 


plQ(z) 1p(z,6)]=1 6 + (1-8) I e (KE B) 
[z+ A+ C )| 


<el (aaoi 8) "(gata + c)]. 
上 面 的 不 等 式 8 一 0 时 成 为 等 式 . 
容易 验证 


| = E+ 0) 
z = t(l Ea - opo]. 


-i 


所 以 

Sup pL Q(z) 'p(z,8)] < Supol (tr — B EA + C). 

+i- a 

MET pl Q(z)" plz S] SPLA] bz + (1-6) =0), E4 3 =0 
时 成 为 等 式 . 引 理 2.4 证 毕 . 

引 理 2.5 Bol BICS;. FH 

pelt- B) (ta + C] 
< maxi e[ A], Sopol ($I - B) (gA + €)) 


对 任意 的 KESS 成 立 . 
证 明 因为 (一 B (gA + C ) 的 特征 值 是 的 代数 函 
数 ,使 用 最 大 模 原 理 便 得 引 理 2.5. 
联合 引 理 2.2,2.3 和 2.4 我 们 容易 看 出 
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定理 2.6 Ht ol BISSE Supl CI- B)(tA+ C)]<1 
和 p[A]<<1, 于 是 过 程 (2.3) 在 (A, 户 ,GC) 处 是 8 稳定 的 , 
$7.3 方程 (1.1) 解 的 淅 近 性 质 


$ A.BACENXN 复 阵 ,我 们 建立 下 面 的 重要 定理 . 
定理 3.1 SAN <<1. 于 是 (1.1) 的 一 切 精 确 解 y(:) 对 任 
意 的 r>0 满足 yr) >), SAMY 


A € o( B]Re(a) < 0, (3. 1a} 

e[(H# — B) (ta + C)] < 1. V Re(£) = 0,640, 
(3.1b) 
-1€6(B"'C}]. (3. 1c) 


ACP | A ll = Sup tl Agi, Il €il?=<¢e,8),€€e%. 

证 明 FA ae m 3 PE PL tio WR, tJ tm 
Sem L22 PEN, EL. EO HRA Re(t)<0, RS 
产生 (1.1) 的 解 y(i) 无 界 (: 一 吕 ) .因此 ,按照 Mirankerl5 的 结 
论 ,如 果 

det {I - B ~ e *(£A + C)] = 0>Re( t) <— > < 0, 
那 末 (1.1) 之 解 是 渐 近 稳定 的 , 即 

limy(t) = 0. 
为 此 ,我 们 首先 指明 
det[ fF - B- e F(A + C)] = 0>Re(t) <0. (3.2) 
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从 (3.1a) ,我 们 有 of BICSI.# Re(t) >0, m CEST. Aa 


2.5 4 
el (tr — BY (ta + C)] 
< maxi [A], Sup pl (gt ~ B) 1Ə(gA + Cc} 
2 


WHER £.,Re(£)2>20 或 立 . 
因为 pl- B) (SA + CERF CELE Re( tC) =O} 
的 连续 函数 ,从 (3.1b) 知 
Sup ol (or - B'A + C)] < 1. 


从 而 对 任意 和 的 + Re SO RNA 
pl(tT—- B) (tA + C)]<1, 9 ¥Re(E) So. 
再 使 用 如 下 等 价 条 件 
det [EP -B-e (tA + C] =0 e 
e€ d [(#I— By "(tA + C], WRelt) D0, 
就 容易 证 明 (3.2) 成 立 . 
下 面 我 们 将 指明 detl 81 — B -e (EA + C)] 2 % K E — 8 
ËB ES JF we BAY. 如 果 
delgi - B — e E(tA + C)] = 0, 
则 存在 单位 向 量 £C CN ,使 得 
ing? —- B-— e E(tA + Ole = 0, (3.3) 
ZEA ARS £ HEA, 
《EE 《BEE) —e "(Ae SE — e (Cee) = 0. 
$ a =(AS, E), b= (BE, £), c =(CE,8), FHlal<S| Al <16 
K 
£ b -— ate Ë — ce = 0. 
3 Ë pR 3X 
g(£) = €— b- ate tce", 
于 是 g(V)#E3= FE Er, AKER AAR RAR BARA. 
假设 有 序列 {fw} ,| we leon E og (iw, O(n), 
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对 于 充分 大 的 z ,我 们 有 
| gliw,) (1-121) > 0, 
因为 我 们 能 改写 c(t) 

g(t) = t — ae FS)1 + O01 £19), I g>, 
| gCiw, | O(n 00 ) EF GY. SA TAG N T lim y (2) = 0 
(对 任意 的 r>0). 

FAR HERH > 0.01.1) ye Ey (2 OC 
o), FETT EAA RIF. 1a), (3.1b} 以 及 (3.1c) 成 立 .对 任意 的 解 
yi 一 0(t->09), 仅 当 对 任意 的 5>0， 

(*) det [£I — B -eË (gA + C)] = 0=Re(t£) < 0. 
FEE V ACG o[ B] > Ref A) 0. ARR, FRE AC o[ BI 
使 得 ReO) >0. 2 DARL A A PGA E A BA, B "4 ce Dat, 
Re(£)>0 HEH- BAB. RI ABILV ABE, LA 
SR SES A] AB. RR eB ee BES, 
我 们 用 [argA4)]s 来 表示 f(t)3 oS, 
为 艺 是 闭 曲 线 , 那 末 [argf(8)]s 是 2x 的 整数 倍 . 令 r>0 充分 大 ， 
使 得 YE Dat, ole FE- B) (tA +C)]<1. 设 waE[L0,1] 定 
x 

h (£) = det[I — ae “(ET — B) (tA + C)1, 
因为 对 所 有 $E 区 ,aE[0,1],h(8) 了 0, 故 可 以 定义 ALCOA 
角 增 量 [arg hs(5)]5, 且 是 2r 的 整数 倍 , 而 

[arg à (O) = 二 | CO (D lar, 
显然 它 是 x 的 连续 函数 ,所 以 在 [0,1] 上 一 致 连续 , 那 末 
[arg hi(£)]s; = [arg ho(£)]s = 0, 
从 而 
larg det[ 了 一 e ¥ (fe — B) (tA + C)]ly = 0, 


即 
{arg det[ tI — B — e (tA + C)]l>x = (arg det[ ¿f — BJs. 
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因为 delg- B] 在 如 内 部 有 一 零点 A, ik RARA, delt- B 
-e (5A +C)] 在 如 内 部 至 少 有 一 个 零点 ,但 这 与 (* ) 是 志 背 
的 .从 而 YAEo[B]=>Re(4)<0. 

MORENA 

detl £I — B - eF (gA + C)] = 0 
ee” € of (tT — By (tA + C)], 

我 们 有 

(a} Eal -BYA + OC) |p ll, 

当 Re(E) =0,¢0,R r€ o[B]. 

进而 

(b [Ct -BYNEA + C)) rp[A), Foe. 
HS AC ol BI, W Ret4)=0. 我 们 考虑 多 项 起 plu, t= 
det_v($1~B)-(fA+ C)]. BREE £, k >0, HY 
Ie-alse 有 时 ,p(y;5) 之 一 切 零 点 满足 | 1 , 那 末 能 够 验证 p 
( 产 ,A) 寺 0, 但 这 与 (* ) 是 矛盾 的 .从 而 

(c) pll- BY HEA +) 00, BtA, 
因为 PL (EI B) (ÇA + CC) CECE lg Re( 2) =Ol LES 
mae, Mea), (b) Ric) BB V A € of Bl>Re(2) <0. AES A 
数 的 介 值 定理 ,从 (a),(b) 及 pl A]<1, 18 

plii- By (tA + C)]< 1 “ Re(t) = 0,040. 
《3.1c) 是 容易 验证 的 .定理 3.1 证 毕 . 

推论 3.2 ”对 任意 的 r>0, 方 程 (1 .D(A =O) OE y(t) 
0(t-+00) , SHAS 


i} Va € «[Bl>Re(a) < 0, 
(ii) peH- B) 1c] <1, 当 Re(E) = 0,640, 
Gu) -1€ a[B C]. 


推论 3.3 $ A,B 和 C 为 实 对 称 阵 . 若 L+ A, - B+ C 
正定 的 ,于 是 ,对 任意 rc>0,(1.1) 的 精确 解 y(t) 满 足 
limy(t) = 0. 


证 明 KIA, - B+ C 是 正定 阵 ,我 们 得 


elA]= Hal <1, (3.4) 
-1€.6(B'c], (3.5) 
à € o[ Bl>a< 0. (3.6) 


W a€o[l(tI—- B) A+ C)],(Re(€)=0,£20). FEFE ë 
Ec’, || ell =1, 使 得 
(etl — B - tA ~ Cë = 0. 
Takuni ¢ 作 内 积 ,再 令 a= (AE, E), b= (BE, E), c= (C8,8), 
得 
pE- pb — ta — c = 0, 
JeriF|a|= |All <1,l |< — b, MT 


lz = oe <1, Oi Re(g) = 0,2 #0). 


从 而 定理 3.1 之 条 件 全 部 满足 . 
推论 3.4 MRL ERMA = 0) 满 足 
lel <- pane (B + B"), 


W.M yE y(t) 0( ro), 
HERRY. 


857.4 数值 稳定 性 区 域 的 特征 


这 一 节 , 我 们 将 研究 单 参数 方法 (2.1) 的 数值 称 定 性 区 域 的 性 

质 .按照 定理 3.1, 下 面 定义 的 集合 请 是 有 意义 的 . 令 

H= {(A,8,C):A,8,C ECna[B]SEC -1141 <1 

E Sup PEC- BY tA + Chi < 11, 
RR MALE, ClCH BACH 3.1 RAR. 1) EM 
稳定 的 , 即 
limy{z) = 0. 

BS 

S0) = KA, B,C) : 过 程 (2.3) H(A, B,C) she ó REWI, 
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s= TI sú). 
fua a 


定理 4.1 单 参 数 方法 (2.1) 对 于 NDE, 被 称 为 是 NP 稳定 
的 , 当 且 人 充当 
H C S), 
单 参 数 方法 (2.1) 对 于 NDE: 被 称 为 是 NGP 稳定 的 , 当 且 仅 当 
HC S(@). 
定理 4.2 A,B,C 是 NN 阶 复 阵 ,于 是 
Sole) = sia). 
MDA, SRDE.) T DDE, 是 NGP 稳定 的 , 当 且 仅 当 
它 基 NP 稳定 的 . 

TA 令 (A,B,C)ESo(9). 按 引 理 2.2, 对 5=0,{2.5a)， 
(2.,5b) 成 立 .因为 |8z + (1—8)| =<1 对 任意 的 |z1=1 aC [0,18 
立 , 从 而 

ePLQ(z) plz,6)] < e[Q(z=) plz,0)], 
YViel=10<6<1. (4.1) 
因此 (2.5a) 对 任意 的 OSS <1 成 立 . 

假设 (2.5b) 对 某 些 FE (0,1) RAE. RBI V mL, | = | = 
1,el Q(z)! p(z,8)) =1 BF detl Q(z) 2” — p(z,56)) =0.- ĦA 
(4.1) (2. 5a) (d= 008 

1 = pl Qlz) 'p(z.8)1< plQlz) plz.) <1. 

ES Salar + 1-3)/=1 AW x 二 1. 由 前 面 假定 ,有 

det[ Q(z) 2" — p(z,8)] = det[ QU) — p(t1,8)] = 0, 
由 行列 式 关于 5 的 连续 性 ,得 

det[ Q(1) — p(1,0)] = 0. 
但 这 与 (2.5b)(# =O) AF AW. 从 而 (2. 5b) 对 YW8E[L0,1) 成 立 . 
再 次 使 用 引 理 2.2, 恒 得 如 下 董 售 闫 系 
(A,B,C) € S(0y>(A,B,C) € S0). 

从 而 S.(0)= S(0). EM 4.2 TE. 

定理 4.3 单 参 数 方 法 (2.1) 是 NGP 稳定 的 , 当 生 仅 当 
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se [3.4]. 
ER SOE [0.3). B =diag| -2/01 - 28), =, -2/01 
-20)},A=€ =el, e >0 充分 小 .于 是 
Sup el Cor — B> (a+ C)] <1, 


(4,8, C)CH MEME, Ñ z= 一 1 时 ,det[ Q(z)]=0， 
按照 引 理 2.2, H 生 S(8). 寺 是 过 程 (2.3), 也 就 是 单 参 数 方 法 
(2.1) 对 NDE, 不 是 NGP 稳定 的 . 

令 9= 却 . 设 (4, 百 ,CD)E 万 ,于 是 o[ 巨 ]S8 = SI. tee 
引 理 2.3,(TI- 6B F W; | z121 时 Q(z) 可逆 .从 引 理 2.4, 对 任 
BW 8E[0,1), 我 们 有 

Sup ef Q(z) p(z,8)] 
< max | [A], Suppl (t — By (ta + C)]}< 1. 
MIM 2.2 立刻 得 到 SSC). 

4 0€(5.1], WA, B, CEN. FH [B <s; AB 
2.3 知 (I 一 BWM; |z >t PF Q(z) We. BH RR CET, if 
A Re( £)20, Ai CE SL. ANA 2.5, RATA 

peler- B) (tA + C))< maxi p[Al, 
Sp pl(gr-A) eA + EDT}, 
VEET. 
从 而 
Sup el (gE — BY (A + C)] < 1. 
再 从 引 理 2.4, 对 任意 的 53E[0,1), 有 
SopelQ(z) plz,0)] 
< marl pl A]; Suppl (81 - B) “(ta + CJ) < 1. 
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于 是 从 引 理 2.2 知 单 参数 方法 (2.1) 是 NGP 稳定 的 .定理 4.3 证 
毕 . 


$7.5 FARK Runge-Kutta 方法 求解 中 立 型 方程 


在 前 面 几 节 我 们 讨论 了 单 参数 方法 求解 中 立 型 延 时 微分 系 
g, 并存 细 地 分 析 了 此 方法 的 稳定 性 质 ， 这 一 节 ， 我们 用 隐 式 
Runge-Kutta 方法 求解 这 种 系统 ， 并 详细 分 析 其 数值 稳定 性 . 考 
虑 如 下 方程 的 初 值 问 题 : 
w(t) = f(z,y(z),y(t — r) y (t — r)),t 2 0, (5.1) 
a(t) = g(t), :0, (5.2) 
这 里 r>0 EENE, f: R x Cd x C x C—C 是 给 定 的 向 量 值 
函数 ,gt{z) 是 给 定 的 初始 函数 ,y(z) 为 未 知 函 数 (z 二 0). 
ATWAA Runge-Kutta 方法 (IRK 方法 ) 的 数值 稳定 性 ， 
我 们 将 用 IRK 方法 去 求解 下 列 试验 方程 组 , 且 观 察 其 稳定 性 质 . 
y(t) = Lyle) + My(z — r) + Ny (Gt — r), t 2 0, (5.3) 
y(t) = gle), t =< 0, (5.4) 
这 里 *>0 为 常数 延 时 量 工 , M 和 NN WO PRE. 用 
IRK 方法 求解 (5.3) 一 (5.4) 至 今 只 有 少量 的 文献 发 表 . Riku £ 
考 文献 [37]. 
对 于 方程 (5.3) 的 渐 近 稳定 性 质 ,文献 [22] 已 有 详细 的 研究 . 
这 一 节 , 我 们 再 纵 出 一 个 充分 必要 条 人 忻 及 一 个 有 用 的 充分 条 件 . 令 
F(z,w) = det[zL, — (L + s ilzN + M))], oO, 
(5.4) 
于 是 方 各 (5.3}) 的 特征 方程 便 是 FE(z,e=)=0( 见 本 章 87.3). 方 
程 (5.3) 的 任 一 解 y( WE y(i) 一 0tt->o0) 的 充分 人 条件 为 
F(z,e")} = 0 Re(z) -rr < 0. 
文献 [22]( 或 本 章 87.3) 已 指明 , 当 |‖N || <1, (5.3) wT 
定 的 充 要 条 件 为 
(5) Wt W z, Rel z) 20, r >0=F(z ,e* )=0. 
AER 97.3 中 还 指明 如 下 定理 : 
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5.17) $i Nii<1, 于 是 (5.3) 为 渐 近 稳定 的 充分 必 
RAHA 
(S) AEslL]=>Rela)<0, 
(S) e[(zI- L) (M +zN)]<1, V240,Re(z)=0, 
(S) -—-1&@&ə[L lM]. 
在 条 件 (S ?成 立时 ,我 们 有 
wiF (zw) = det| =I ~ L ldet[wl — (zl — L) 1(zN + M)] 
对 任意 的 = ,Re(z)>>0 成 立 . 
考虑 条 件 
(S) F(z,w)40 V z=#0,Re(z)Z>0 lolt. 
45.20 || Nj<1, 于 是 (S) 成 立 , 当 且 仅 当 (Si) 
( 守 2) 及 (S;) 成 立 . 
在 文献 [12] 中 还 措 明 如 下 充分 条 忻 : 
定理 5,3 Ro(N)<1. iw Vi,¥ FEC, (ele 
ReA;[(I — ëN) (L + ëM)] < 0, 
那 末 系 统 (5.3) 是 浙 近 稳定 的 . 
令 
Q(é) = (I — šN) 1(L + E&M). 
出 我 们 有 如 下 定理 
定理 5.4 FINI <1. 于 是 (5.3) 为 浙 近 稳定 的 充分 必要 
条 件 为 
(5) A € a[L]=Re(A) < 0, 
(Sr) A € of Q(6)),aA ZORA < 0 VIISI, 
(53) - 1 € o[L `1M]. 
证 明 根据 定理 5.2, 我 们 仅 需 证 明 (S2) 与 149 ) 等 价 , 设 
( 写 2) 成 立 .假设 (S32 ) 不 成 立 , 于 是 存在 £p, | 名 | 魏 1, 以 及 10 天 0， 
AoE ol QC 2p) HE Re(ag ho. > 
zo = Aor wo = p (é 0), (5.5) 
FB oo 21 UA Il ag !N || <1,BFÚL I- ag IN 非 异 .这样 
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F( 29,9) = det[ zxof — (L + wa'(zgN + M))) 
= detl I — oa N ]det[ zo I — {I 
— wo N) 1(L + ag!M)] = 0. 
Wi (S,)3FI58 , A | 6 |2:1,zÍ>=0,Re(za)2>0. 
HSLAB (CS!) Bie (S.A AR. 于 是 存在 z" 2: 0, Re 
(2°20, lw” 21 使 得 
F(z",e") = 0, 
BI 
det[z* F- (L +a * 1(z* N + M))] 
= dal I — w* N]detl z" I- (I -w* IN) UL + w* 1M)] 
= 0, 
这 表示 z" € s[ Q (£* )], =" 40 E Re(z*) SOCK F &* = 
中 ” !), 这 与 (S» ) 矛 盾 . 定 理 5.4 Ee, 


对 于 常 微分 方程 初 值 问题 
P = J[r:,y(z)], 
ylig) = yo» 
考虑 如 下 隐 式 Runge-Kutta 方法 : 
Kyi 一 hf (ta + ch ,y, + DaKa). (5.6a) 
Yat = Ya + Dak,. i (5.6b) 


用 (5.6) 去 求解 (5.3) 一 (5.4) ,得 
Kyi =hL[ ya + Dayka ]t AML om + aK ms] 

+ RN se 1<i<y, 和 (S.7a) 

Yarl = Yn + Dy bk;. (5.7b) 


其 中 mh = r,h >0 HEE, r>0 为 常数 延 时 量 . 对 DDE, 来 说 ,上 
面 的 隐 式 Runge-Kutta 方法 称 为 自然 Runge-Kutta 方法 . 令 
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b= (81.62.77, b)", 
K= (Kyi Kpt Ka)", 
e= (1,1,--,1)*. 
于 是 差分 方程 (5.7) 便 能 写成 向 量 的 形式 
Ë _ h(A @ L) ?| [* ] 


-EO Ial -3e+1 
[2 ABP YE] w" 
_ paeem RON dee] 
-Boe 


其 中 AGOM 表示 4 5M 的 Kronecker RH. 
我 们 记 (5.8) 的 特征 方程 ( 见 第 四 章 全 4.8) 为 
Ty(z) T(z) 
Db. (z) = det| 70 nol 
其 中 
Ti(z)}= z(a- h (A @ L)) 
— = "(h(A @ M) + L @ N)] 
= 2 @ ~ z""N) — A @ A (L + 27"M)], 
Tolz)=—- 2he CO (L + z "M), 
T3(z) =- 2"71(6? O Ia), 
Tale) = (et! — zm). 
如 果 |z| 字 1, 则 L, — z "N ARR pP(N)<1), 故 
Ti(z)= 27", @ Ua — 2 "N)) 
[La - (1, @ (L; ~ = "”N)Y (A @ ACL + z="M))] 
= sll, Q (T, — z "N)) 
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[Ea — hA @ (L, — 2 "N) (L + 2° ™M)] 
= I ÈQ (L, — < "N))[ L, — hA OAG"). 

BA 

det} T(z)} = ferti) fdet( L, — z "NDI" 

deti a — AAO Q(z ™"). 
倘若 定理 5.3 中 的 条 件 成 立 RAS Z|2>1,#r 
Rea; (Q(27"}) < 0. (5.9) 

再 假定 Runge-Kutta 方法 是 A BEM RAM |Z(S1,8 

det TiCz)} = [z=*1]“[Jet( I, — z" "N)1" 


£ 
了 se 一 AQ ™)A} 


= 0. 
上 面 第 一 个 等 式 的 获得 ,我 们 使 用 了 Kronecker 乘积 的 谱 性 质 ( 见 
{27]). 
在 det! T(z) 40 时 ,有 如 下 恒等式 { 见 第 四 章 84.8) 
ser 1 net 
T3(z) Tax) 
= deti T /(z)|det] Taltz) — Ts(z)TY(=)'T;(=)1. 
于 是 
pa (z) = det] Tale) — Ts(z)T C2) 1Toz | = 0. 
但 
Ta(z) — Ts(z=)T, (z) ' Tale) 
= x [zh — LI — O uala- AAR Q(z 7)! 
(LO Ua- N) Che @ (L + z="M))] 
= [z4 — L — (PT & Lia — hA O Q(= ™)) 1 
(he @) Q(= ”)], 
令 rtg) 是 熟知 的 IRK 的 稳定 性 函数 , 它 定义 为 
ríg) = 1+ 6" — Aq) leg, 
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deti T, (z) ~ Ts(z=)T (z) Taz) 
= deti zlu — r(hQ (z "”))1. 
ALE T ssh BS R17) 
Vira] = riul), Kid. 
(5.10) 
有 了 上 面 的 推导 ,我 们 便 有 如 下 本 节 主 要 结果 ， 
定理 5.4 假设 方程 (5.3) 的 系数 工 ,M RN AEB 5.3 
中 的 条 件 ,那么 隐 式 Runge-Kuttta( 5.60 R (5. 3) ~ (5. 4) AWT 
稳定 的 , 当 且 仅 当 它 是 A 稳定 的 . 
证 明 设 方法 (5.6) 是 A 稳定 的 (对 求解 ODE, 而 言 ). 我 们 
要 来 证 明 它 对 于 求解 DDE.(5.3) 一 (5.4) 是 斯 近 稿 定 的 .为 此 我 们 
Tur df (ES  § 4.8) 
Pal) = OF 1 z |< 1. 
按照 .上面 的 推导 ,如 果 oe ASA Z, lz | 21, SE 
z= A[r(hQ (z "”))]. 
由 (5.9) 式 及 (5.10) 式 ， 
Iz=]=1àa[r(hQ(z-”))] ! 
=I +[A(AQ(xz ”))]! 
<1, 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 假定 了 | z |S 1. 
相反 ,我 们 令 N=0,L =a, M=b 是 两 个 复数 ,定理 5.3 的 条 
件 导致 15|<< -Re(a): 按 第 四 章 8$4.4 的 结果 知 RK 是 A 稳定 
的 . 
在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 总 假定 mh = .但 对 尾 意 的 步 长 h >0， 
ARR AA m1 使 得 mh = = ,从 而 必须 进行 Lagrange 
插值 ,其 讨论 方法 可 参阅 第 四 章 $4.8 HAR. 
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第 八 章 ” 延 时 积分 方程 的 数值 解 
$8.1 5|E 
我 们 考虑 第 二 类 Voltera 积分 方程 
JO) = aG) + | Ks ffs - ids, OSE < T, G.D 


f(t) = ple), -r<1<0, (1.2) 
RP rÆ ERK, (ARAB, c(t) pled KI, Su, 
2) eA ES 145 A Ea ES, 5 45 
《1.1) 一 《1.2) 存 在 唯一 解 . 
对 于 导出 (1.1) 一 (1.2) 的 数值 解法 ,其 本 质 和 的 问题 是 对 出 现 
在 (1.1) 中 积分 使 用 数值 求 积 公式 , 即 


[Kas FG). f(s — r))ds == kw, KG. ffs). 
(1.3) 
HA r= nhk = jh,h>0 SHE, f,— f(z,). 8 ws,j 是 某 一 类 数 


值 积分 方法 的 权 . 
本 章 介绍 的 数值 方法 
f, = gG) + h Die, K tars; ff ea, (1.4) 
PPT] 
中 的 权 ww。 设法 用 一 个 线性 多 步 法 4p,a) 来 确定 ,从 而 方法 
(1.4) 被 称 为 *(p ,ay 可 约 积分 公式 ”. 对 常 微 分 方程 初 值 问题 的 线 
性 多 步 法 , 如 梯形 公式 , Simpson 公式 , Adams-Bashforth 公式 ， 
Adams-Moulton 公式 等 等 ,它们 的 导出 往往 依赖 于 数值 积分 公式 ， 
但 也 有 -类 线性 步 步 法 是 从 着 的 途径 导出 的 ,如 BDF 方法 ， 
MBDF 及 DBDF 方法 ( 详 见 第 三 章 ). 但 是 数值 积分 方法 与 线性 多 


步 法 之 间 存 在 密切 关系 是 十 分 自然 的 事 ,当然 BDF, MBDF, 及 
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DBDF 方法 与 常见 的 数值 积分 公式 之 间 关 系 并 不 显然 . 

利用 可 约 积分 公式 来 解 Volterra 积分 方程 的 好 处 之 一 是 容易 
分 析 方 法 的 数值 稳定 性 ,因为 对 于 常用 的 线性 多 步 法 ,其 稳定 性 质 
是 已 知 的 .这 方面 的 研究 工作 起 始 于 70 年 代 中 期 ， 


88.2 可 的 积分 公式 
对 于 线性 多 步 法 Cp,o), 其 中 


š 


pp = a (2. 1a) 


分 别 是 该 线性 多 步 法 的 第 一 一 及 第 二 -特征 多 项 式 ， 它们 满足 相 容 性 
条 件 pt1)=0,0 1) =c(1) REBER, HE 0,0) 2H 
的 , 即 多 项 式 oC) of) RE. 
我 们 用 线性 多 步 法 (2.1) 来 解 初 值 问 题 
y(t) = p(t), 


y(0) = 0. 
将 产生 如 下 关系 : 
Sea i = A D A$ Cin- Dak, (2.2) 
why 
yn) = | 6(s)ds 
的 近似 值 . 


假设 我 们 的 初始 值 23309531， … 1 确定 如 下 : 
= DS ME), n=0,1,2,,k—1. (2.3) 


此 处 wi, T EIE ORR RR EWES. 
对 于 ape BNA 


y, = AY w fl), ak, (2.4) 
peT] 


作 上 式 的 线性 组 合 
£ k a 
21 ei =h Èo ai 3) Wai, PC). 


把 上 式 右 端 整 理 为 
£ k 
Do aini = h 22 awn- 0$ (0) 
+h Dy ayy <1 #21) (2.5) 
+ 


+ h > a_i nh CEs). 

ST feta (2.5) 5 (2.2)—8k, LED (nek) 

£ Ü ; = 0,1, m,n- ËP — 1, 

Do awig = f. ; =z#- EË,m- k + 1, n 
在 关系 (2.6) 中 ,我 们 规定 w, = wE}, n,j=0,1,; ,名 一 1, 对 于 
j>maxin,k—-11,4 <o, =0.(2,3) 称 为 初始 积分 公式 , 它 只 用 
到 权 |z 纪 失利 用 关系 (2.6), 如 果 提 供 初始 积分 的 权 
bw OLD. Be a: BOSSA ABARTH RTA BY waj. 
如 此 定义 的 数值 积分 公式 称 为 是 (p,5) 可 约 的 .我 们 今后 用 [ px; 
loD ] 来 表示 ,其 中 p 表示 初始 积分 公式 , (oa》 表 一 个 线性 多 
BR. 

我 们 把 所 有 积分 公式 的 权 写成 矩阵 的 形式 . 


(2.6) 


Wop O Wk 
: 0 
WD ll | gi0 
w= | | 
WO TTO Wh k-i i We 0 W, : (2 


Wao 7 Ta kl | Wrak Wan, 


我 们 从 (2. 6) 中 看 出 ,矩阵 W PHE; FOR wei 仅仅 依赖 于 
wn 个 元 来 ,也 即 zw 中 的 元 素 只 依赖 于 qs 中 的 
TEA a=k, M] zo, ASFA 1 可 用 wo, wages Meas 
n=k+1,0) w, ; ,1 和 7 二 一 1 可 用 wy, wjt wW ERER, 
为 此 继续 ,可 逐次 递 推 地 决定 每 个 wn p Skl, k, 
k+l,- HFa PATER, TOR, Bw, be! 33. HE 
一 步 , 愉 (2.6) 可 以 推出 O 中 工 三 角 部 分 为 0, 以 及 如 是 半 循 环 
pE, Bp 


Wo 
wi wo 0 
Q= z wr k ， (2.8) 
: x wy 
Wy 
且 满 足 
anteo = fo 
agwi + atwo = fi (2.9) 


gotuz + arw + azwo = Bo 


当 tp,o) 已 知 时 ,同样 容易 求 出 wo wy, wz, wat. K (2.8) 
容易 看 出 w,,=w,-) Ñ} n- j0, jek. BAe, MOR 
2.6728 W, 中 的 元 素 , 从 (2.9) 式 决定 Q 中 的 元 素 人 pay 已 
知 ) ,矩阵 W 的 元 素 全 部 决定 . 且 计算 十 分 简单 ,只 要 递 推 地 求 
W, PES RPA wl 的 每 个 元 素 . 
下 面 我 们 来 给 出 4o,ey 可 约 积分 方法 的 收 项 阶 .他 
Q, x — y(z,) 


= a> wa Cj) $s)ds. 


定理 2.1 GRELE KANE ,而 初始 积分 公 
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(2.10) 


= p, AMESA 
Q,[é] = date) (0) + O), h —0,i = 1 ~k -1. 
$ s=min{s9,53.°--s 54-11 
` d; Si = s, 
a = {8 s>s, 0= i= E-1. 
则 
Qa($) = Cph PAi) — #(s-D(0)) + OCP) 
+ dik + O(h!), h — 0, nh HE. (2.11) 

其 中 di 是 方程 


AF ,初始 值 为 gg dr ed， 

证 明 请 参考 文献 :Walkenfeld,P. H. M. :The Construction of 
reducible quadrature rules for Volterra integral and integral-differen- 
tial equations, IMA J. f Numer . Anal . ,2(1982)131~152. 

定理 2.1 H— PARC (oc AR p 
+1 阶 相 容 的 多 步 法 }), 而 初始 积分 公式 gy SHES SSH p, 
末 《p,o) 可 约 积分 公式 满足 

I Q, (#) IÇ AAA > 0,nh 固定 . 


$8.3 《p,0) 可 约 积分 公式 的 稳定 性 
这 一 节 我 们 分 析 (1.4) 的 数值 稳定 性 . 直接 对 (1.,4) 进 行 分 析 


是 困难 的 ,我 们 将 考虑 如 下 试验 方程 
xG) = g(0) + f'l) + ay(s — r)lds, 0&2 < T- 

(3.1) 

y(z)= plt), — 10. (3.2) 


这 里 gtz) 是 已 知 隙 数 ,y(z) 是 末 知 的 , r >0 为 常数 , 户 ,9 为 复 
数 . 用 tp,o) 可 约 积分 公式 去 求解 (3.1) 一 (3.2), 得 
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Ya = g0) + h È Wal By tay(1_;-c)], (3.3) 


其 中 w. B (p.0) 2 BRB (2.6),y' (zs — cB oy (2 
{一 5) 处 的 数值 通 近 ,yj 一 ytz;). 
在 (3.3) 两 端 逐 次 乘 权 a, 并 求 和 ,得 


& k k " 
È on: = 27 ag (0) + 22122 TO, i Dj 
+ hg Diag wright — r) (3.4) 
is0 j=0 
k k 
= hp 22 Bve-i + ha 2 Bo (ta: 一 


£ 
在 (3.4) 中 的 最 后 一 个 等 式 我 们 用 到 Ds = p(1) = 0 (2.6) 
A. 
差分 方程 (3.4) 一 般 无 法 求解 ,因为 (# 一 +) 不 一 定 在 节点 上 . 
为 此 ,与 第 四 章 罗 4.3 中 那样 ,必须 用 播 值 来 表示 y'(r.- — r), 3: 
中 (zm -ë)h=c<. 


+ 


Cg +h) = LO) y.; < L, i = 0,1,+, (3.5) 
J=—r 


L,(8) = Ú (>). (3.6) 
代入 (3.4) 得 。 

D ay i= = a>) Bon- EZP (Eynim (3.7) 
Rha- -ph b= gh. 


注意 到 积分 方程 (3.1) ,等 价 于 
y= py(z) + gi — r), OS z =< T. (3.8) 
SES 4.1 PRAA, gl <- Repita. DENER E 
的 ,也 有 即 其 解 y(#) 满 足 
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limyt) = 0. 
to 


H = i(a,b) ` Re(a) <0, ! b 1<- Re(a)}, 
Ss = {(a,6) (3.7) 之 解 y, On — ol], 
s= [Í s. 
ode 
定义 3.1 一 个 to,o) 可 约 积 分 公式 ,用 于 延 时 volterra 积分 
方程 (1.1) 一 (1.,2) 时 被 称 为 是 稳定 的 , 当 征 充当 
HZS. 
类 似 于 第 四 章 8 4.3, 我们 雁 易 写 出 差分 方程 (3.7) 之 特征 方 
BA 


Palz) = z=>*'Q(z) — ple, ð), (3.9) 
其 中 
Q(z) = plz) — as(z), 
b(z,8) = bo(z)y(x,ë), 
(2,8) = DL ade”, 
那 末 ， 


HO Se V0= ë < 1,p, (2) Æ Shur 多 项 式 . 
定理 3.1 对 于 Lagrange 插值 (3.5) — (3.618 e ras 
”十 2 ,一 个 人 psa) 可 约 积分 公式 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 ktp,a) 是 A 3Š 


定 的 . 
定理 3.1 是 第 四 章 § 4.3 定理 10 的 直接 推论 . 


88.4 4 方法 的 数值 稳定 性 
我 们 考虑 把 (1.4) 中 的 求 和 部 分 进行 线性 组 合 ,得 8 方法 : 
nal 
f, =a(t,) + h(1 一 0) Dy w A 5, f, fine) 


+ OD) Wa K (t, Siffin > k,0=< 0 < 1. 
j =O 


(4.1) 
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为 了 分 析 8 方法 (4. 1) 之 数值 稳定 任 , 我 们 把 9 方法 用 于 试验 方 
程 (3.1) 一 (3.2), 得 


x, =a(0} + ACI ~ a>, wa- (Py; + ay (t, — r)) 


+ wY twn (py; + g (z; — +). 
j=0 
(4.2) 
类 似 于 上 节 FE 4. 2) EA RA 14 


à k x a- 
D aiga- = 27 06(0) + 名 “1 一 Ok Dy etn, j (Py; + ay (s — r)) 


+ Srah Do Ages) + ay (r 一 r)). 
使 用 条 件 (2. 6) 及 e= 0,4 


D ans = Gh De + aD At — r)j 


š k 
+(1~-@)A 22 + g DP lt: 一 r)|. 
(4.3) 
备用 (3.5) 代 人 (4.3) ,得 


k k k s 
Dans = th |o D Boni + 228 Li (8) ye 


+(1-0)A [P Boni + a X B DEO) Ynniemes l- 


上 述 差 分 方程 的 特征 多 项 式 为 
plz)— Olactz) + z U(mtr)po(z)y(=,Ə)| 
-{(1-8)jla Fle) +t 2 es (z)y(z=,8)1, 
(4.4) 


其 中 F(z)= > Bet „a = ph,& = gh. 
要 分 析 这 样 _ 个 多 项 式 是 否 为 Schur 多 项 式 是 十 分 困难 的 . 
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我 们 把 (4.4) 式 写 为 
Pulz) = Q(z) — p(z,8), (4.5) 
其 中 
Q(z} = t | plz) — aa(z) + (1 -— @apyx*}, (4.6) 
p(z,8) = folz) + (1 — @) Boz" Jor(2,38). (4.7) 
那 末 根据 第 四 章 定理 2.7 HI, p, (2) 28 Schur FAR, MAY 
G) Q(z) 是 Schur SUT, 
(ü) lalz, DISIA, VWeEsS, 
Gii) >P, (=)=0, YzES, 
其 中 S= |z:z=e9,0<9<1,i=v 11. 
我 们 不 能 指望 有 定理 3.1 那样 的 结论 , 即 8 方法 是 稳定 的 , 当 
HRl, o) A 稳定 的 . 
例如 ,《p,o) 为 著名 的 梯形 公式 , 它 是 A 稳定 (对 ODEs 而 
言 ), 但 是 对 方法 (4.4) 来 说 ,不 能 保证 是 数值 稳定 的 ,事实 上 ,此 时 
e(z) = z-1, 


o{z) = + (= + 1). 
-1 
* =i 


Q{z)= 2 z-1- (z +1)+ az] 


i „a 
z—1-yaz ae 


= gmtr 


Q(z) 有 一 个 零点 为 


,1+ 
= tT 
1- ye 


当 Rela) >- ce 时 ,z 的 模 大 于 1. 因此 我 们 要 问 ,8 方法 (4.1) 或 
(4.4) 为 稳定 时 ,8 及 {p,a) 将 满足 什么 条 件 ? 对 一 般 的 4p,a)y 来 

说 ,回答 是 困难 的 .下 面 考虑 一 个 简单 的 4p ,ec》 NS 
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ofz) =2z-1, 
a(z) = @zx + (1 - 8), 0 8<1, 
Wk 昌 满足 什么 条 忻 时 8 方法 为 稳定 的 . 
为 了 使 推导 简化 ,我 们 考虑 线性 插值 
六 (十 一 上 ) = Bo mat + (1 — 8) ym 
其 中 (mm -DA=7,0S8<1, m2] 为 其 自然 数 .这 样 可 得 y(z， 
8)=de+ (1-8), FÆ 
Pelz) =2™lz-—1-(1- @ + al 
- bilr + (1 — SE - @) + ar]. 
此 时 条 件 { 让 等 价 于 
letll-@+ G& I<ilz—-1l—-aQl-@+ @)1,lz1=1, 


(4.8) 


(4.9) 

作 如 下 线性 变换 
w= 生生， (4.10) 

那 末 (4.9) 等 价 于 
lbs wal, Bizl=1. (4.11) 


变换 人 4.10) 把 单位 贺 |=| = 工 变 为 w 平面 上 的 一 个 广义 圆 盘 Da. 
RAG) SH 


1+ 0-a <1. (4.12) 


我 们 注意 到 0 所 昌之 1A(1 + 6),(4. 12 APRA PAR 
考虑 


=— 


1 
情况 I — <<. 


对 于 情况 ( 工 ) ,可 以 验证 ,线性 变换 (4. 10) Fe fad | x | = 1 映 
为 右 半 平面 (包括 虚 轴 ) 内 的 9. 因为 |e|< 一 Reta) ,所 以 (4.11) 
RAGE LETT (4. 12) 也 是 汉 足 的 ,从 而 pm(z) 是 Schur 多 项 式 ,从 
而 8 方法 是 稳定 的 . 
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对 于 情况 (KE ) ,可 用 类 似 于 情况 ( 工 ) 的 办 法 证 明 pn Cz HEE 
Schur SMR. 

定理 4.1 由 (4.1) 式 定义 的 8 方法 ,如 果 采 用 线性 插值 ,《p， 
o) 采 用 如 方 法 , 那 末 当 且 仅 当 


_—1 
i+9SOS!, 


8-0 HERREN. 


第 九 章 ”变数 延 时 好 方程 的 数值 处 理 
$9.1 引言 


我 们 前 面 研 充 的 延 时 微分 方程 ,不 符 是 线 姓 的 ,或 是 非 线 性 
的 ,其 中 延 时 量 r > 日 都 规定 为 常数 .但 是 现实 生活 中 并 非 如 此 ， 
往往 会 出 更 延 时 量 * 是 时 间 z HR, FRNA ee 3 6 
问题 : 
y =F yit) yale), 220, (1.1) 
y(t)= plt), 20, (1.2) 
其 中 elt] St ,gp(z) 为 已 知 函数 ,y(z) 为 未 知 函 数 . 
我 们 用 最 简单 的 8 方法 去 处 理 (1.1) 一 {1.2) 
Yari = Yn + OF tas dato Cal te 1) 


1.3 
+41 -O flix al ta DD}, (1-3) 

其 中 y) (ORD RRA Sow 
y(t) = š =F a + (A+ Vans, (1.4) 


kh = < (Ë +1)h, k = 0,1,2,°°° 
Sb OS0521, ta = nh pya ~ Cte) yn =pl nà), =0,1,2, 


当然 ,也 可 以 用 较 复 杂 的 线性 多 步 法 ip,o) 去 解 初 什 问题 
(1.1)~(1.2), BF 


È epes = hÝ BOn Yasir Calta 1). (1.5) 


当然 ， CD- 一 般 不 能 再 用 分 下 线性 插值 多 项 式 来 代 痊 ， 而 项 用 分 
Bt Lagrange HHS SH. 
为 了 讨论 方法 (1.3) 或 {1.5) 的 数值 稳定 性 ,必须 用 一 种 简单 
的 试验 方程 来 替代 方程 (1.1) ,而 且 所 得 的 稳定 性 结果 对 (1. i) 也 
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有 一 定 的 指导 作用 . 
在 文献 [16] 中 曾 提出 如 下 试验 方程 
fe = ay(t) + py(aAt), t 0, 
y(0) = ¥o+ 
其 中 a,b HLE, 0<1<1. ROAM Se 
定理 1.4[36] 如 果 方 程 (1.6) 的 系数 满足 
lél<-a, (1.7) 
那 末 (1.6) 的 任意 解 y C2) AE 
jim y(z) = 0. 


(1.6) 


$9.2 0 方法 的 数值 稳定 性 


我 们 用 8 方法 (1.3) 去 解 试验 方程 (i.6). 
Yari = Ya + Hayes + eof (Atn+1)] 
+ (1 — 0)h[ay, + by' CAtn)]. 
3⁄ THE ERE y, 来 表示 CAL DR Or) ,我 们 注意 
到 对 任意 确定 的 x ,at at, + RAE [t,-1,2,], RR AE 
[z-i t l. Ata St, ty, EP Ivan. 
在 第 一 种 情况 ,存在 u ve [9,1) 使 得 


(2.1) 


(Ata) = uy, + (1 — why, (2.2) 

F Uta) = vy, + (1 — oy. (2.3) 
在 第 二 种 情况 ,存在 u, ve (0,1) 

(Ara 1) = Wer + (1 — uy,» (2.4) 

CAE) = w+ (1 uyar (2.5) 


在 第 一 种 情况 ,差分 方程 (2.1) 变 为 
Yarl = [Lay + b(uy, + (1 — wu)}y,1)] 
+ (1 — Oh[ays + bley, + (1 — vy] + x, 
(2.6) 


整理 后 变 为 
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《1 一 Dj)o3nfl= [1+ (I - 8) a]y, + Spy, + bay,» 
(2.7) 
HFa ah, b= bh, p= but (1-0)v, g= 0(1-—u)+(1- 0)(1 
- v) OKI, 0u, v1, pE[0,1), p+g=t. 
在 第 二 种 情况 ,差分 方程 (2.1) 变 为 
Yarl =a + Ohlay,+i + bCuy,,, + 1 — u)y,] 


+ (1 — 0)h[ay, + bliy, + (1 - vynl], (2.8) 
或 者 
(1— ĝa) yni =x, + [1 + (1— 8) a]y, + Bbuy,,, 
+ ble — u) + (1 — 0)> yx, 
+ BUCO — 6)(1 — x) jy 
(2.9) 


定义 2.1 一 个 数值 方法 ,用 来 解 变 延 时 量 微分 方程 时 被 说 成 
是 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 该 方法 用 以 解 任 一 系数 满足 (1.7) 之 试验 
方程 (1.6) 时 ,其 近似 解 x, 满足 

limy, =0, 
其 中 y, Re y(z, ER, tn = nh. 

按照 上 面 的 定义 ,我 们 可 以 给 出 8 方法 的 稳定 集 
S, = |(G,b)y: | El <—-z,@.7) 及 (2.9) ZH y, + 0,2 — co |, 
下 面 的 事 , 便 是 确定 在 什么 条 件 下 (2.7),(2.9) 之 解 y, —0(n— 
co). 这 是 一 个 十 分 复杂 的 问题 ,其 原因 之 一 ,在 播 值 过 程 (2.27 一 
(2.5) 中 所 产生 的 u, o 都 是 n 的 函数 , 即 u= ulin) o= oln). A 
二 ,差分 方程 (2.7) 一 (2.9) 申 出现 的 o 也 是 zz WR, = (n), 
且 当 ”一 co 时 ,v(z)-*oo .这样 一 来 ,方程 (2.7) 或 (2.9) 都 是 变 系 
数 , 变 界 的 差分 方程 .难以 使 用 特征 多 项 式 的 理论 去 讨论 其 稳定 性 
行为 . 

下 面 的 讨论 采用 直接 估计 | y+41| 的 大 小 来 检验 差分 方程 约 
稳定 性 . 为 了 使 得 在 插值 过 程 (2.2) 一 (2.5) 中 不 再 使 用 到 值 
ya + ts PAIR Az. CL tye te) ;这 等 价 于 
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T-a Sr SiT (2.10) 
no = max n, I<" <, (2.11) 
m malol yi ye). (2.12) 
Ty ={@,b) | él <-@, (2.13) 


ll <l1-8al -l1+0-@al}. 
定理 2.1 对 于 日 方法 (1.3), 我 们 有 T, S,. 


UR (2,5) E Ty, RANI (a,b) EC Seo. 为 了 简单 起 


见 ,我 们 以 (2.7) 为 例 . 
Da Sl gl Lag! | S| loo + | AE =| apal 


其 中 


二 圭一 全 二 
P> 1-02 ` 


注意 到 (2.12)， 
lm < |! pit fet M. 
: = CM. 


注意 到 (2.13), 便 有 
0<C<1. 
利用 上 面 的 估计 方法 ,我们 有 
| yn | CM, = not lno + 2,77 
值得 注意 的 是 ,对 于 足够 大 的 n ,如 n= mly* 此 时 将 有 
| Ya, | , | data) | 3 | Yain) -1 | =< CM. 
换 名 话说 ,对 于 me(d =1>m tt, inso 
EIES leit 7 ee -ót CM, 


= CM. 


再 用 上 面 的 情 计 方法 ,有 
ly, CM, n = ntl, t2. 
同样 ,对 于 足够 大 的 n n=, E vln) -ln + 1. ME 
| Ya tt | < CM. 
一 般 地 ， 
aanl < CHM, i =0,1,2,-". 
令 [co , 845 Yn 70. IAF FRR ES | 的 构造 不 难看 出 
limy, = 0. 

如 果 在 计算 过 程 中 有 时 用 到 差分 方程 (2.9) 而 不 是 (2.7) , 那 末 只 
要 注意 到 让 8(1 一 uw)+(1-98)v+ (1 一 87(1 一 +)=1, 便 会 有 
相同 的 结论 ,定理 2. 证 毕 . 

集合 T, PRR T BGR |B | 之 一 豆 外 ,还 对 5 进行 了 严格 的 限制 ， 
按照 定义 2.1 对 一 般 的 08<<1,8 方法 不 能 保证 是 渐 近 稳定 的 . 
但 8=1, 即 隐 式 Euer 公式 除外 . 令 

H = {(@,6): | pl <-al. 
那 末 ,8 方法 是 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 
HZ Se. 
注意 到 9=1 时 , 百 = TT, 再 由 定理 2.1(8=1) 得 
H = T,S.. 

从 而 有 

推论 2.2 BR Euler 公式 用 来 解 变 延 时 莉 微 分 方程 时 是 莉 
近 稳 定 的 . 


89.3 多 个 可 变 延 时 量 方程 的 数值 解 
这 一 节 我 们 考 虚 如 下 微分 方程 的 数值 解 及 其 稳定 性 分 析 . 
y(t) = ay(t) + Mogae), 220, (31a) 


yO) = Mor (3. tb) 


其 中 abid Om gE CSAS Ag OS ALS, 

在 上 一 节 , 我 们 已 经 看 到 ,即使 m = 1, Bs 6 方法 的 数值 
稳定 性 也 显得 十 分 困难 ,主要 原因 是 离散 后 的 差分 方程 是 一 个 变 
系数 变 阶 的 差分 方程 .这 一 节 我 们 作 如 下 恋 基 替换 , 令 


z(t) = y(e') z Z log,,- (3.2) 

容易 验证 z(#) 满 足 如 下 方程 
2'(t) = aetz(t) + 218,ez(z + bogay), + 20, (3. 3a) 
x(t) = yle) = 402), t € [loga,,,0], (3.3b) 


显然 上 面 的 方程 并 未 求 出 y(t),t€ [0,1] 时 的 值 ,因此 在 实际 求 
解 时 , 当 0 委 51 我 们 仍然 用 8 方法 直接 求解 (3.1a) 一 (3.1b). 幸 
好 [0,1] 是 一 个 较 小 的 区 间 , 求 解 时 不 会 产生 十 分 大 的 困难 .上 面 
所 说 的 事实 指明 (3.1) 与 (3. 3? 是 不 等 价 的 ,但 从 (3.2) 看 出 ， 
(3.1a) 与 (3.3a) 解 的 渐 近 性 态 是 一 致 的 ,因此 为 检验 一 个 数值 方 
法 对 求解 上 述 可 变 延 时 量 微分 方程 的 浙 近 稳定 性 时 ,我 们 可 用 坛 
验方 程 (3.3a) 替 代 {3. 1a) ,我们 注意 到 方程 (3. 3a) 是 一 个 变 系 数 
常数 延 时 量 徽 分 方程 ,类 似 于 第 四 章 人 4.6 引 理 6.2 的 证 明 方法 


可 得 如 下 引 理 : 
引 理 3.1[%] 假设 (3.3a) 的 系数 a 40S) RE 
Re(a) < 0, (3.4a) 
3216) <- Rela), (3.4b) 


j=l 
于 是 {3.3a) 的 任 一 解 满足 
lim az) = 0. 
我 们 用 @ 方法 求解 (3. 3a) 一 (3.3b) 得 
Eal = Z, + Bh | aeti psi + Foje eet ] 
` > (3.5) 
+(1- 0)h | a e=, + >) bjelina |» 
Hi- 8k = -logis d E (0,1), LPI REER, ISi Sm, 
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五 六 0 为 步 长 ,i = mh logAy) .下 面 的 
线性 插值 公式 将 使 得 差分 方程 (3.5) 便 于 求解 : 

Er-i +8, = Snt- + (1— 8j) En- > 1= j= m. (3.6) 
把 (3.6) 代 入 (3.5) 整 理 后 得 


Za+l =R,7, + Tsja 一 aia = õi) za + Sitna, | 
i=l 


+ et[(1— 8 )tasi-1, + 8 itn+2-1, | I, (3.7) 
其 中 
1+ (Í — jahe 
R, = P + 3.8 
1 — fake (3-88) 
i bhes . 
SP = Tae’ 1=< ¿=< m. (3.8b) 
记 
` : 1—8 
R: = lim R, =~ ge (3.9a) 
SG) = lims® = 1<ic<m. (3.%) 
+= Gera 


定义 3,1 W 8,6[0,1),2,6,6C, lim. -PREAE 
被 称 为 在 点 (a bibr + Oy ERE A (Sbr 6, ) 稳 定 的 , 当 且 仅 
HATERA. DRG. DHR rat O y PE OTE 

limz, = 0 (或 lmy, = 0), 

其 中 (i 一)h = —loga, h HERR, ISi Sm. 

令 

EEE = j (a +B} , De, ) :方法 在 (a +61 y... bm) 处 是 

AG.) 稳定 的 | , 

Se =, a ea > 
于 是 我 们 称 S, 为 方法 的 稳定 集 . 

我 们 定义 集合 
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H = {(a,b1, bm) i ab =< i =< m W E (3.41. 
定义 3.2 一 个 数值 方法 被 称 为 4P,。 稳定 的 , 当 且 仅 当 
HE Spo,-,0- 
定义 3.3 一 个 数值 方法 被 称 为 4GP。 稳定 的 , 当 和 是 仅 当 
H S. 
513.2 ”假设 微分 方程 (3.1) 或 (3.3) 的 系数 a,b 11S 


m MEO DRESI, FE FASE AMBRE 
Z, = Raq + > sofa -p| - 6;) =, + Bari, | 
izi 


+ Get [ (1 — 8) Zaris, + 8; Int2-1 | }. 
(3. 10) 
证 有 明 (3.10) 的 特征 多 项 式 为 


D(z, 8157's Om) = Q, i (2) za 一 È Qile, d), 


(3.11) 

其 中 

Q, (z) =x-— kE, 

Q,(z.8,) = SHO dete + 1 - ai fde + (1 - 6)], 

1<;j=< m. 

为 证 骨 引 理 3.2, 我 们 只 要 证 明 plz, års m) Æ Schur EWA 
即 可 .首先 由 (3.9a) 知 j] 玉 |<1, 于 是 Qi(z) 是 Schur EMR, R 
们 再 证 


FIGS <I Anale), V (= |= t,ë € (0,0. 


RA LAL = 表示 为 办,i=w Ti, FE 
COEN ETMESE A +11 — 81 
<8 +1- ë 
=1 Vs € [0,1),1<;<m. 
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以 及 
Dige” laee +1 -gl 


j=l 
<ie- R| 
= | Qull, V lz |=1. 
从 第 五 章 定 理 4.3 知 p(xz,61,62,… sn) Æ Schur 多 项 式 . 引 理 
3.2 证 毕 . 


定理 3.1 设 汪 <9<1, 于 是 8 方法 是 AGP。 稳定 的 . 
证 明 令 


Pirn] ==, R- ESPLO- DIA- 3)z,-, 
i=l 
+ Stasi |— BELA — Bates, 


+ Gitna- 1. (3.12) 
于 是 差分 方程 (3.7) 能 够 写 为 
Arr] = Fp, (3.13) 
其 中 
F, =(R, - Rim, + >) (SP - 8) {1-0 rs + Aan] 
i=. 
+ Ob [C1 — Br + mao, ]}. (3.14) 
令 


X, = =, + > vite = Ban- +n]. (3.15) 
于 是 从 (3.13}) 可 得 
Kn = RX, + Fy, — nO. 
H ERHET 38 
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Xart = TRF, + R" Xo, no. 
k=0 
令 M 是 一 个 正常 数 ,使 得 
| F, f = Me * . 


从 (3.16) 得 


lane (=e + Min +1)e wy PSR, lag | 


„max, lazi, k > 0. 


+I RI) Xl, naD. 
由 上 式 可 得 


zon S|] + Mik + De s# 41 RFD] 
k=0 


max{_ max | 2: :| Xoi1 j, x 20. 


TARERE EBA , MATR iz, | 有 界 - 
由 于 1z,1 有 界 ,从 (3.14) 便 得 


limF, = 0, 


(3.16) 


WH F, 趋 于 零 的 速度 与 指数 e 兴 赵 于 零 的 速度 同 级 ( 当 ?一 
so) -由 线性 非 齐 钦差 分 方程 的 一 般 理论 ( 见 盖 尔 芳 特 著 : 有 限 差 分 


HA, FA). AREG. 13) k. 


lim =, =0, 


这 意 际 着 差分 方程 (3.7) BAAS, Pm E a E (0,1), 
OLALI ISi Sm 之 任意 性 可 知 ,0 WRYS LOK 时 是 渐 近 


稳定 的 , 亦 即 是 AGP,, 稳定 的 .定理 3.1 HEH. 
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附 = 
( 了) 具有 有 界 延 时 量 的 微分 系统 


许多 现实 问题 中 出 现 的 微分 方程 往往 带 有 常数 延 时 量 ,如果 
不 是 常数 ,也 至 少 是 有 界 的 .为 此 
考虑 如 下 延 时 微分 系统 
z(t) = f(t,z(g (t)),zr(g.(t)),",z(gA(t)), 
(1.1) 
其 中 
t— rg; USE, tet, j=1,2,"", m, r>0 为 某 常数 . 方 
程 的 初始 条 件 取 为 
rir) = A(z} to — r < t = to (I .2) 
BT E BR f E X F ley. B) x Dn +R" W PHR DC 
R",B>t,. 
EX WME x Ro F PB3k CEDE- r, e] EAEN, z: 
[z -ri 一 尽 ， 那 末 我 们 定义 一 个 新 函数 z,:[-7 .,0] — R", CE 
RA 
ufo) = z(t +), — r = = =< 0. 
当 xz(s) 的 自 变量 s 在 区 间 Ez -+ ,i] 有 时 z, 完全 被 确定 , 且 把 自 变 
量变 到 [ - >,0]. 俏 使 x 是 一 个 连续 函数 ,于 是 z, 是 [ 一 +,0] 上 的 
连续 函数 ， 
记号 将 [一 r+,0j->R* 所 有 的 连续 函数 的 集合 C(t{ r,0], 
R") 简 单 地 记 为 所 当 A ER 中 任 一 集合 ,我 们 记 
€a = Cil- 7,0],A). 
fW xz 是 [1 一 r,t]>A WS, WIR z,EC([ 一 +,0],A). 
我 们 根据 需要 而 用 了 代表 半 开 区 闻 [z,p8) 或 者 开 区 间 (a， 
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p). 
当 了 定义 于 J 了 x D 时 ,我 们 希望 以 
z(t) = F(t,2x,) (1.1) 
SRC 1.1), FRR EJ, eE HPO ZARB. 
Fil x €p -> R", 
RDB MHP PCI XS. Ft, PBA R 中 确定 一 
点 . 
一 个 映射 ,如 下 定义 在 一 个 沿 数 集合 上 ,有 时 我 们 称 此 映射 
为 “ 泛 函 数 ", 因 此 ,方程 (I 工 .1》 有 时 也 就 称 为 “ 泛 函 微分 方程 ”, 但 
是 我 们 仍然 称 为 ( 工 .1) 或 (4 工 .1) 是 延 时 徽 分 方程 ,以 强调 ,用 并 
的 当前 和 过 去 的 值 来 确定 导数 zz'({1). 
Ail 为 了 使 得 方程 ( I ..1y 等 价 于 方程 ( 工 .1), 我 们 必须 定 
x 
Fie, gp) = Flt pas) E), 6 Cen (2) — 23). 
事实 上 ,注意 到 
TEBE — z) = elt + g(t) - z) = rigi), 
从 而 
F(t,a,)= f(t,z,(g,(z) ~ t), z (g, (t) — t)) 
= f(t zig (t)),-",z(g.(t)2. 
采用 方程 ( 工 .1 比 ( 工 .1) 更 有 力 ,简洁 . 
例 2 如 果 
0 
F(t,¢) = 】 gordo, 


WO YRA 
x G)= [ zd 


o 
= f zit + gjde 


= Ë a(sds, 
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上 面 的 方程 也 称 为 有 “无 限 多 延 时 量 的 方程" 
BEN ER ATS BE BARRA BEC T 1 RRE I 1) , 那 末 初始 条 件 

( 工 .2) 亦 必须 改写 .方程 ( 工 .2) 等 价 于 zlota) = O19 + o), 

-KoL MGW x, =6,,. AF $= & ,这 将 成 为 


a, = f$. (1.2) 
ARAM]. 2 RRA lt, + o)=%(s),@ t= t, +u, RIE 
a(t) = Ht- to) tp r< t= ty. (1.2” 


我 们 总 认为 éC %,. 

我 们 在 常 微分 方程 的 教程 中 ,在 证 明 xf 引 = 站 (tszfzr))， 
clip) = zo 的 解 的 存在 唯一 性 时 ,往往 先 把 上 列 方 程 改写 为 一 个 
等 价 的 积分 方程 . 这 里 ,在 证 明 方程 ( 工 .1}》 一 ( 工 ,27 时 ,也 能 这 
Hh. RNS FABER: 

连续 性 条 件 C. 我 们 说 FU , zi 满足 连续 性 条 件 (C), 当 且 仅 
当 , 当 +*E[a,8 中 时 ,每 小 给 定 的 连续 函数 z,z [i - rB) 
D,F(t.2, RERA. 

我 们 来 看 看 条 件 (C) 的 作用 .如 例 1.846 Ff Re, 185; =m 
都 是 连续 函数 ,于 是 对 任何 连续 本 数 zz:[t0 一 +,P) 一 D ,F(t,zx} 
是 连续 画 数 的 复合 图 数 ,因此 是 连续 的 . 

进而 ,信使 下 : [r p) x Cp > R" 满足 连续 性 条 件 (C) ,于 是 
一 个 连续 函数 = [nr fide D R(I.1 Y ~C1.2Y 2.4 
ARY 

A(t — tq), XÍ zo — r < £ = p 
alt) -| 


(0) + | F(s,z,)ds, ¿= z < Ay. 


其 中 AE (tg. p). 
我 们 定义 一 个 函数 CE, 的 度量 
Nel, = Sup W glo) ij. 
RNIB I y ll, Ey 的 7 WR, YAM D= R" ,p= €, E st 
lel, 满足 范 数 的 三 条 公理 . 
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EX $ ITX Ep EATA, METTER k >o, EA 
l Firg) 一 下痢 | Skl Bl,, 
此 处 (z p) PEL RIM FE Y LIE Lipschtz 条 件 , 常 
数 为 有 (或 者 说 F 是 Lipschitz 的 ) 

tE f EJ xD” 上 满足 Lipschitz 条 件 ,F 如 例 工 那样 定义 ， 
ABA F # J x €, 上 是 Lipschitz 的 . 

EN BBR FS IX R 被 称 是 局 部 Lipschitz 的 , 当 且 
RIRE, PCT XS FEER a,5 >0 使 得 

F= |[E-a Z +a] Ns xtpe¢: lyp, Sb} 
是 J 了 Xx% ATR, H FER LW Lipschitz 条 件 . 

TAER, E 是 局 部 Lipschitz 的 , 则 F tÆ. 

EER $ Fi [25,8 ER" 满足 连续 性 条 件 (C)， 
县 是 局 部 Lipschitz A, TEHER $E, AEL. ~ 
(1.2) 在 [如 -rr, 启 ) 上 至 多 有 一 个 解 .此 处 BE (20,8). 

连续 依赖 性 定理 令 下 :1[:0,8) x 一 R" 满足 连续 性 条 件 
《C) , 且 是 局 部 Lipschitz 的 . 若 p, pE €p M z, EHE 1.1 一 
( 工 -27 之 唯一 解 ,它们 的 初始 值 分 别 为 x, =$,2,=9. aE 
同时 在 [#0,B1) 上 有 定义 , 则 

ie} — E00) let) Aa. 

局 部 存在 性 定理 — 下: lt. P) x 一 民 满足 连续 性 条 件 
{C), 匡 是 局 部 Lipschitz 的 ,于 是 对 每 个 02 € G p (I ..1) — 
(《 工 .2) 在 [am 一 和 ,zt+4) 上 有 了 唯一 解 ,和 >0. 

整体 存在 性 定理 ¢ D=R",F: [s p) x € =R" 满足 连续 
TEREC), BIG Lipschitz 的 ,进而 很 定 

(FG, gl < M(¿)+ NG) hel, 于 [#0; 8B) x ©, 
此 处 M,N 是 [10,8) 上 的 连续 正 函 数 .于 是 方程 (了 ,1)~( 了 .2) 
在 整个 区 局 {zo,8) 上 存在 不 可 开拓 的 (noncontinuahle) 唯 一 解 . 


{ 开 ) 常 系数 线性 延 时 方程 


我 们 考虑 如 下 线性 方程 
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ZG) = Page = n) +h), (1.1) 
其 中 A; 1Sj<m Ben xn 复 阵 0S7;Sr 15; < 是 常数 延 时 
BAC) Bie, 8) 上 的 已 知 向 量 值 函数 ,z(t) = (zi(:).,z>(t), 


tC BRA BR. 
我 们 通常 要 考虑 ( 工 .1) 之 初始 条 件 


x, = $, (H .2) 
此 处 š € < 
这 一 部 分 ,我 们 重点 考虑 (IT.1) 之 卉 次 形式 
y(t) = Z Ay - r), (H.3) 
ve, =$. (H .4) 


我 们 回想 起 常 系数 线性 常 微分 方程 组 ,它们 有 > 个 线性 无 关 
的 解 ,而 一 般 解 可 以 用 这 n 个 线性 无 关 解 的 线性 组 合 表 示 , 但 是 
方程 ( 开 .3)? 的 场合 ,就 要 变 得 复杂 得 多 . 因为 一 般 ( 正 .3? 有 无 限 铬 
个 线性 无 关 解 . 

让 我 们 首先 来 寻找 (本 .3) 的 指数 形式 的 解 y(z) = ex, 此 处 
s€ Chiki E.A 是 复数 , 代 人 (本 .3) 导 致 


Cp 1; jf = 0. (1.5) 
ACI .5)8 43E# 8 FO, Rw 4 满足 特征 方程 
deel ar - Ae x; ]= 0. (H.6) 


AE APSE (H . 6) 的 零点 为 4 = = pt ie, FE RE = 8 + 
isz,i=w 一 1,p,w,&1, #2 是 实数 .于 是 
y(t) = e*ë, 
y(t) = [foot — ésinewet |, 
y(t) = et [osot + &1sines ] 
都 是 (I .3) 之 解 ,第 一 个 是 复数 形式 的 解 ,而 第 二 第 三 个 是 实 值 
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解 .当然 ,所 有 ( 开 .3) 之 解 的 线性 组 合 也 必定 是 (I.3) 之 解 -但 麻 
类 的 是 ,{ 开 .6) 一 般 有 无 限 索 个 零点 ,例如 


y (s) = y(t ~ r), (H.7) 
此 处 >>0 是 常数 【 开 .7) 之 特征 方程 是 
A = ev, (H.8) 


令 ,z=1 ,于 是 ( 开 .8) 成 为 w (z)=0, 
wlz}=1l-2ze'*, 
w 在 z=0 有 一 个 本 性 奇 点 , 按 Picard 定理 ,w(xz) 在 z = 0 的 每 个 
邻 域 中 能 取 到 唯一 值 ,( 有 一 除外 ) 无 限 多 次 ,而 这 个 例外 容易 看 出 
对 一 切 240, (2) AL SEA ww(z) 有 无 限 多 个 复 值 零点 . 
但 我 们 有 如 下 定理 : 
定理 .1 任意 给 定 实数 p, 方 程 (了 .6) 不 能 多 于 有 腿 多 个 
FEA AA, Ree. 
下 面 的 两 个 定理 对 我 们 是 十 分 重要 的 : 
定理 工 .2 如 特征 方程 (1 .6) 的 每 一 个 零点 4 满足 Rea < 
Pp; 于 是 存在 正 数 M>n0, 使 得 对 每 个 $3E%, 方 各 (了 .3)~( 了 .4) 
的 解 y(t) 满 足 
yo D = M| $| eo ES tys 
推论 下 .3 ”如果 特征 方程 (了 .6) 的 每 个 零点 4 浦 足 Re(A)< 
0, 于 是 根据 定理 卫 .1 及 定理 卫 .2, 存 在 正 数 M,7y>0, 使 得 { 工 .3) 
一 {了 .4) 之 解 
l yit SMI Sl) erm, +Z ty. 


( 严 ) 稳 定性 


考虑 延 时 方程 

x(t) = Flex), (HL.1) 

z. = ó, (IL.2) 

此 处 下 : (a 6) X ER" p= C([ - r,0], D), DER" 为 一 开 

集 ,a < ta, $ € €p. FH MARE MEERA (C), HE Lips 
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chitz 的 ,( 局 部 地 ) ,下 还 是 有 界 的 .在 这 些 条 件 下 .保证 ( 亚 .1) 一 
〈 焉 .2? 有 唯一 解 . 

我 们 现在 要 问 如 下 问题 , 悄 车 王 = r(t, to pæl.) 
(了 .2) 在 区 间 [#0 一 +, 吕 ) 上 的 解 ,我 们 假设 让 8 有 微小 的 改变 ， 
给 出 一 个 新 的 解 , 辣 样 定义 于 [to 一 + ,中 ) ,这 个 新 的 解 是 否 仍 然 靠 
Hx? 

EN 令 f:(a-roo) 一 口 在 (aco) 上 满足 方程 ( 亚 . 1 .我 
们 说 去 在 点 to。>a 是 稳定 的 , 倘 使 对 每 个 上 >0 存 在 全 =BIe ,t 6 )2> 
OAEI || p- x || << od mh Elto DREF ty ~ 7,00) DL 
K 

lla€t,2¢9,¢) -TC <e, £ Z: to r. 

Ex 《 亚 . 切 的 平凡 解说 是 在 点 t> a 处 是 稳定 的 , 当 且 仅 
当 , 任 给 e>0, 存 在 68=6(e,to) >0, HRY | ó ||, < ó 时 , 解 
slt, to PRE 

lelto Ht < e, ttg r. (I.3) 

(于 .1) 的 平凡 解说 是 于 (a, = ) 一 臻 稳定 的 , 当 且 仅 当 它 在 
(a ,0) 内 每 一 点 是 稳定 的 , 旦 58 与 有 关 , 即 8=8(e). 

EM (于.1) 的 平凡 解说 是 浙 近 稳定 的 (在 to) SARIE 
是 在 如 是 稳定 的 ,以 及 存在 3=5(zio), 当 上 Il <a at 

limz (t,t0,$) = 0. 

《 焉 .1) 之 平凡 解 被 说 是 一 致 地 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 它 在 每 
一 点 t € faece) 是 渐 近 稳定 的 ,而 且 6 Sty 无关 ,只 要 | $ |, < 
é 时 

limx(z, t9,9) =0. 


H. HE .3) 是 一 致 浙 近 稳定 的 , 倘 使 (2.6) 的 根 有 负 实 部 . 
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